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TESIS

“Identificación de Parámetros Eléctricos
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Resumen

En la presente investigación se analizan los efectos de la decarburización y sus efectos en las pro-
piedades eléctricas del acero al carbono en un reactor sólido-gas a través de datos experimentales de
temperatura, concentración de ox́ıgeno, voltaje y corriente aplicados al sistema. El diseño experimental
extrae información representativa de los parámetros eléctricos mediante un sistema de caracterización
eléctrica donde se inyecta corriente a espećımenes de acero AISI-1045 y se realizan mediciones de vol-
taje y corriente. Después, las muestras se someten a tratamientos térmicos con atmósfera controlada
para propiciar la decarburización. Una vez realizado este calentamiento, se lleva a cabo una segunda
caracterización eléctrica para analizar el impacto de la capa decarburada en las propiedades eléctri-
cas del acero. Finalmente, se realiza un revelado óptico mediante metalograf́ıas para cuantificar la
profundidad de capa decarburada.

Al sistema de caracterización eléctrica se le incorpora una aplicación en Tiempo-Real que asegura la
reproducibilidad y sincrońıa en la obtención de los datos experimentales de voltaje y corriente sobre los
espećımenes de acero, esta aplicación permite excitar al sistema con señales discretizadas de corriente
y analizar la respuesta implementando técnicas de identificación de sistemas y estad́ıstica inferencial.
A partir de estos datos, se propone un estimador que calcula un valor de resistencia eléctrica del
acero AISI-1045 en condiciones iniciales y con cierto grado de oxidación. Sin embargo, el desarrollo
experimental de esta investigación se vio limitado por las medidas sanitarias debido a la pandemia de
COVID-19, ya que el acceso a laboratorios fue restringido y la disponibilidad de una mayor cantidad
de espećımenes de acero AISI-1045 para estudiar una mayor cantidad de curvas de calentamiento fue
limitada.

No obstante, los resultados obtenidos aseveran estad́ısticamente que la resistencia eléctrica se mo-
difica como consecuencia de la decarburización; además, se determinó una tendencia de aumento de
resistencia eléctrica conforme aumenta la duración de las reacciones sólido-gas a las cuales se exponen
los espećımenes. En esta investigación se sugiere implementar el estimador de propiedades eléctri-
cas para futuras investigación con la finalidad de calcular la resistencia eléctrica a través del tiempo
mientras se lleva a cabo la experimentación en materiales aleantes.
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Abstract

The present research analyzes the effects of decarburization on electrical properties of carbon steel
in a solid-gas reactor through experimental data of temperature, oxygen concentration, voltage, and
current applied to the system. The experimental design collects measurements of voltage and current
through an electrical characterization system where current is injected into AISI-1045 steel specimens.
After that, the specimens are exposed to controlled atmosphere heat treatments to develop decarburi-
zation. Once this heating has been carried out, a second electrical characterization is applied to analyze
the impact of decarburization on the electrical properties. Finally, optical development is performed
using metallography techniques to quantify the depth of decarburization.

The electrical characterization system incorporates a Real-Time application that ensures repro-
ducibility and synchrony in the experimental data. This application allows the system to be excited
with discretized current signals and to analyze the response by implementing systems identification
techniques and inferential statistics. An estimator is proposed to calculate the electrical resistance
of AISI-1045 steel under initial conditions and with a certain degree of oxidation. Nevertheless, the
experimentation of this research was limited by sanitation measures due to the COVID-19 pandemic,
access to laboratories was restricted and the availability of steel specimens was limited.

The results of this investigation achieved a statistically assert that the electrical resistance changes
as a consequence of decarburization. Moreover, a trend of increasing electrical resistance was determi-
ned as the duration of the solid-gas reactions increases. In this research, it is suggested to implement
the electrical properties estimator for future research to calculate the electrical resistance over time
while experimenting on alloying materials.
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Caṕıtulo 1

Introducción al Trabajo de
Investigación

1.1 Semblanza del problema

La industria del acero enfrenta varios años con un mercado altamente competitivo, donde la capa-
cidad de producir acero sobrepasó la demanda desde 2013 [1]. Como resultado, la industria ha cáıdo en
crisis con una sobreproducción de acero en China, Europa, el Medio Oriente y el Norte de África [1].
En 2017 se produjeron 1689 millones de toneladas de acero, de los cuales China exporta 74.8 millones
de toneladas colocándose como ĺıder de mayor exportación. El mayor importador de acero es la Unión
Europea, la cual importa 41.2 millones de toneladas [2]. Debido al superávit de acero, la manufactura
de acero no verá ganancias en la exportación masiva del material, sino mejorando el desempeño de los
productos en la industria automoviĺıstica, de construcción y maquinaria [1, 3].

Por lo anterior, la industria siderúrgica nacional se viene deteriorando, aunado a esto, los aranceles
del 25 por ciento que el gobierno de EUA ha impuesto a los productos metálicos de importación
en China, México y otros páıses provocaron una reducción en las exportaciones [4]. Ante esta crisis,
empresas como Ternium de México S.A. de C.V. han emprendido una estrategia de vinculación y alianza
con las universidades y centros de investigación del páıs para desarrollar metodoloǵıas aplicadas que
permitan la optimización de procesos de fabricación de aceros automotrices [5].

El acero es un material avanzado, gracias a sus ventajas durante su procesamiento, fabricación, apli-
cación y reciclaje, con caracteŕısticas funcionales para la construcción, automovilismo, trenes, nav́ıos,
petroqúımica, maquinaria, electrodomésticos, entre otros. El acero se clasifica de acuerdo a sus pro-
piedades mecánicas, composición qúımica, proceso de manufactura y producto final en grupos deno-
minados grado. El grado de acero, a su vez, se determina por la cantidad de carbono, los niveles de
impurezas y los elementos aleantes que conforman el material [6].

Los tratamientos térmicos son un conjunto de operaciones de enfriamiento y calentamiento, en los
cuales se controla la temperatura de un material para llevarlo a diferentes etapas microestructurales [7].
La creciente competencia en la industria ha hecho los procesos térmicos de gran relevancia por el valor
agregado económico que adquieren y porque las propiedades del producto final se determinan en esta
etapa [7]. El acero producido se moldea en piezas que son recalentadas a altas temperaturas para ser
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formadas en productos útiles. El proceso de recalentado se lleva a cabo en diversos reactores donde se
realiza la combustión con gases naturales, principalmente con el ox́ıgeno [7].

Durante el tratamiento térmico, ocurren fenómenos como: la reducción en el contenido de carbono,
la oxidación de la superficie del material y la disminución de estrés [8]. El primer fenómeno, también
denominado decarburización, ocurre por la reacción de los elementos presentes en la atmósfera del
reactor con los átomos de carbono en la capa exterior del acero. Estos cambios en el contenido de
carbono tienen modificaciones en las propiedades eléctricas del material. La reacción de oxidación
involucra al acero y los átomos de carbono; siendo el carbono quien se difunde del centro a la superficie
del acero.

Estos fenómenos dependen de tres variables: la qúımica del acero, la temperatura y la composición
de la atmósfera. La primera no puede ser alterada, ya que es importante en las propiedades del producto
final. La temperatura es determinada por la qúımica del acero y es fija. Sin embargo, cambios en la
composición de la atmósfera se pueden realizar [9].

El control de la capa decarburada es un objetivo de la industria porque se encuentra relacionado
con la calidad del producto y la reducción de costos durante el tratamiento térmico, modificando las
propiedades del material como la fuerza, la dureza y la resistencia de la fatiga [10].

Diversos estudios [7–14] se han realizado con el objetivo de estudiar y desarrollar modelos que
permitan estimar la cinética de crecimiento de la capa exterior decarburada y las transformaciones
de fase requeridas para el acero. Los primeros modelos de estimación usados en las plantas de acero
eran estáticos, basados en balance de masa y enerǵıa; normalmente no se contemplan complejos pro-
cesos dinámicos y era complicado hacer pronósticos en la cinética de la composición del reactor y la
temperatura [15].

Sin embargo, poca atención se ha puesto en el estudio o la medición de la decarburación a través
de sus caracteŕısticas eléctricas, que se van modificando cuando el material se somete al tratamiento
térmico y si es posible relacionar ambos fenómenos utilizando técnicas de identificación de sistemas
y modelado dinámico. En trabajos como [16] se propone la estimación de parámetros en problemas
que integran diversos fenómenos qúımicos, eléctricos y térmicos para predecir el comportamiento de
sistemas en operación.

Un modelo dinámico describe cómo las propiedades de un sistema cambian en el tiempo. La cons-
trucción de estos modelos se basa en mediciones experimentales y estimación de parámetros [17]. Estos
modelos pueden usarse para predecir el comportamiento de un material y su cinética de reacción con
respecto a las condiciones del reactor (atmósfera, concentración de carbono, temperatura, etc.).

Entonces, es posible estimar la cinética de decarburización en un material, a través de un modelo
dinámico, con la finalidad de contribuir en el estudio de sus efectos microestructurales y encontrar una
correlación con sus propiedades eléctricas.

1.2 Revisión del estado del arte

Estimar la cinética de decarburización en el acero ha sido un área de investigación estudiada desde
los años sesenta. En el trabajo de Billings et al. [18], se reportó variaciones de monóxido de carbono y
dióxido de carbono en la atmósfera de un experimento de aleaciones hierro-carbono. En el análisis, se
asocia la cinética qúımica con un modelo de decarburización controlada por difusión y otro modelo a
partir de la costra superficial.

Billings et al. concluyen, que no le fue posible definir con exactitud la magnitud del efecto de la
nucleación de óxido debido a la cinética de decarburación para CO y CO2 en la atmósfera e invita a
controlar la composición de gases en la atmósfera del reactor para obtener resultados más precisos.

No obstante, proponer un método que describa cómo las propiedades van cambiando en el tiempo
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se realizó en [19] con el autor Korousic et al., quienes hacen uso de software con la capacidad de
calcular reacciones a altas temperaturas y modelos numéricos predictivos para diversas composiciones
de gases. Korousic et al. desarrolla los modelos utilizando la minimización de la enerǵıa libre de Gibbs
y remarca la importancia del control de los gases presentes en la atmósfera cuando el acero se somete a
su tratamiento térmico. Sin embargo, el trabajo no fue respaldado con experimentos f́ısicos que avalen
el modelo.

El autor Suarez et al. en [20] estudia el comportamiento de la oxidación en el acero mediante el
diseño de un dispositivo experimental, el cual controla la atmósfera del reactor. En el trabajo se diseña
una cámara con válvulas hidráulicas que inyectan gases a la atmósfera con una composición espećıfica.
Realiza el experimento en periodos cortos de tiempo, a alta temperatura, utilizando dos medio gaseosos
en tiempos diferentes; de nitrógeno y ox́ıgeno, para inducir la oxidación.

En su metodoloǵıa, las pruebas se realizan por 8min en las temperaturas de 950◦C − 1150◦C, el
cambio entre atmósferas se realiza en menos 0.1s. Después de el tratamiento, se realizan 12 micrograf́ıas
a distintos tiempos durante la prueba y se analiza la capa de óxido en el acero. El tiempo promedio
con el cual se obtienen los resultados es de 20s.

En sus resultados, propone la ecuación (1.1) que describe el crecimiento de la capa de óxido ob-
tenidas con 12 probetas, donde ∆ti es el intervalo de tiempo con una temperatura Ti, mientras que
Tn es la temperatura nominal. En sus conclusiones, Suarez et al. determina experimentalmente que la
capa de óxido se comporta de manera dúctil cuando el material se deforma a altas temperaturas.

teq =

∑
∆ti exp(− Qg

RTi
)

exp(− Qg
RTn

)
(1.1)

El trabajo anterior no ha sido el único con una capacidad de seguimiento baja. En [21] se predice el
comportamiento de las transformaciones de fase, grosor de la capa exterior oxidada y la profundidad
de la decarburización presente en la capa de ferrita del acero durante el enfriamiento una vez medido
el historial de temperatura.

Choi et al. propone un modelo para predecir la secuencia de transformaciones de fase, crecimiento
de cascarilla y profundidad de capa decarburada. La investigación se valida con una experimentación
de dilatometŕıa sobre los espećımenes para examinar la formación de ferrita y perlita. Después, hace un
estudio de metalograf́ıa para estudiar el fenómeno de decarburización. El modelo matemático que desa-
rrolla se determina con muestras calentadas a 1000◦C durante 30s con una pendiente de calentamiento
de 30◦C/s.

En sus resultados, la profundidad de decarburización en la capa de ferrita se modela con base en la
ecuación (1.2) y concuerda con el valor medido en la micrograf́ıa. Choi et al. concluye que es posible
modelar la transformación de fase por la cual pasó el material, la profundidad de capa descarburada
y el ancho de cascarilla a través de la medición de temperatura durante un tratamiento térmico.

Xα −XS = 2
(DαKα −DγKγ)

(Cγ − Cα)

√
t (1.2)

Donde Xα y Xs indican la profundidad y el espesor de decarburización, respectivamente, Cα y Cγ
son las concentraciones de carbono en las transformaciones de fase por la cual pasó el material y Dα y
Dγ representan la difusividad de carbono. Sin embargo, el modelo se validó con una experimentación
realizada sobre dos espećımenes de acero; cada uno con un tiempo de enfriamiento distinto y sin
repetitibilidad.

En [12] se propuso estudiar los efectos de oxidación y decarburización en el laboratorio con condi-
ciones industriales aplicando un modelo matemático basado en los resultados experimentales. Haciendo
uso de muestras extráıdas de palanquillas de acero 1070, se expusieron a tratamientos de calentamiento
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y enfriamiento en hornos eléctricos a diferentes temperaturas: 30◦C a 1200◦C, y por distintos tiempos:
2h a 48h.

Las muestras se retiraron de los hornos y se enfriaron a temperatura ambiente para procesarlos
con técnicas de metalograf́ıa. Calculando la diferencia de la salida de pesos y la longitud de difusión
en la muestra con respecto a la entrada, se puede establecer la oxidación presente en el material. La
profundidad de decarburización se obtuvo mediante la dureza del material; desde la superficie hasta el
donde el acero obtuvo 40 % de dureza.

En sus resultados, la variación en la profundidad de la decarburación se calcula experimentalmente
en función del tiempo y la temperatura. El cuadrado del resultado obtenido en la capa de decarburación
es proporcional al tiempo, mostrado en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Profundidad de decarburización vs. tiempo experimental.

Se observó en temperaturas menores a 850◦C que la decarburización no fue significativa, incluso en
periodos prolongados hasta de 48h de tratamiento. Gouveia et al. calcula mediante múltiples análisis
de regresión entre la temperatura, tiempo y la media de los valores de la profundidad de decarburación
(DC) la ecuación (1.3):

DC = 303.8 t
1
2 e

−15013
T (1.3)

La Figura 1.2 muestra la comparación entre los resultados experimentales y su aproximación con
la ecuación (1.3).

En sus conclusiones, los valores calculados mediante la ecuación resultante se aproximan a la in-
formación obtenida usando microscoṕıa y técnicas para establecer micro-dureza en todo el material.
Sin embargo, en su investigación no consideró la cinética de decarburación en temperaturas menores a
850◦C y las muestras fueron analizadas cada 2h en 6 experimentos diferentes. La atmósfera del horno
eléctrico fue expuesta al ambiente y no se tuvo control de la difusión entre los gases de la atmósfera y
el acero para medir su impacto en el fenómeno.

La investigación de [14] indaga sobre la cinética de la decarburización mediante un modelo dinámico
multizonas, donde incorpora submodelos como la distribución de tamaño del material estudiado y la
superficie que sufre la cinética qúımica. Los parámetros en el modelo describen la decarburización de la
cáıda de metales en la emulsión. El trabajo considera la cinética de decarburación como una ecuación
de primer orden (1.4):

d[wt pct C]

dt
= −kd

Aapp
Vapp

([wt pct C]− [wt pct C]eq) (1.4)

donde [wt pct C] es el porcentaje del peso de carbono en la muestra, Aapp y Vapp son el área de
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Figura 1.2: Decarburización medida vs. calculada con la ecuación (1.3).

reacción y el volumen de la muestra, respectivamente, y kd es el coeficiente de transferencia de masa
ajustado por mı́nimos cuadrados.

Rout et al. concluye que, entre más pequeño sea el material, se decarbura más aceleradamente,
además la eficiencia de decarburización depende del tamaño del acero expuesto y su alta concentración
de carbono.

Poco interés se ha puesto en la determinación de parámetros en función del comportamiento del
sistema, la falta de información en la metodoloǵıa de trabajos de investigación limita la reproducibilidad
y confiabilidad de los experimentos. Además, el planteamiento y diseño de modelos que describen la
planta se limitan a unos cuantos espećımenes n ≤ 5 debido a lo intensivo de los procesos metalográficos
para precisar la capa descarburada del material. A su vez, no se le ha dado importancia a la correlación
de la decarburación con las propiedades eléctricas del material para complementar el estudio de la
cinética de decarburización.

En esta sección se investigaron los trabajos de diversos autores con temas relacionados a la medición
de la capa de decarburización en espećımenes de acero con distintas propiedades qúımicas y f́ısicas.
En las investigaciones se resalta la relación entre la composición qúımica del material, el tamaño
del espécimen, la curva de calentamiento y la generación de la capa decarburizada. Sin embargo,
los modelos matemáticos desarrollados se basan en la medición de las propiedades mecánicas de los
espećımenes, sin considerar sus caracteŕısticas eléctricas.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo general

Estudiar los efectos de la concentración de ox́ıgeno en los productos de un reactor sólido-gas para
encontrar una relación entre el valor de resistencia eléctrica del material y sus mecanismos de reacción,
a través de datos experimentales de temperatura, voltaje y corriente aplicados al sistema, considerando
las transformaciones f́ısico-qúımicas de los productos involucrados.
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1.3.2 Objetivos particulares

Decarburización

• Aprender y emplear técnicas de calentamiento térmico con atmósfera controlada.

• Realizar ensayos de decarburización en un horno con atmósfera controlada utilizando ins-
trumentos de medición: manómetro, controladores de flujo y temperatura.

• Medir la capa de decarburización en piezas de acero con el uso de microscopios metalográficos
y el estudio de sus caracteŕısticas microestructurales.

Caracterización de Parámetros Eléctricos en Efecto Joule

• Instrumentar un sistema de calentamiento por efecto Joule con la medición de voltaje y
corriente en espećımenes de acero.

• Implementar un sistema embebido de monitoreo que garantice la temporización precisa en
las mediciones mediante el módulo LabView Tiempo-Real.

• Obtener datos experimentales de corriente y voltaje con el sistema de efecto Joule en piezas
de acero sin descarburar y en piezas de acero descarburadas con el horno de atmósfera
controlada, utilizando la metodoloǵıa que se define en el protocolo.

Estimación Estad́ıstica

• Calcular los parámetros eléctricos del modelo dinámico a partir de los datos obtenidos del
experimento, mediante técnicas de estimación de parámetros y validarlo con técnicas de
estimación estad́ıstica.

• Correlacionar la capa de decarburización con las propiedades eléctricas del material decar-
burado.

1.4 Hipótesis

Es posible correlacionar la resistencia eléctrica de un material con la capa descarburada generada
después de un tratamiento térmico, a partir de la medición de sus propiedades eléctricas, conociendo
la concentración de ox́ıgeno en la atmósfera de un reactor, la qúımica del acero, la temperatura y el
tiempo de exposición.

1.5 Solución propuesta

Considerando los resultados de las investigaciones realizadas, y con la finalidad de probar la hipóte-
sis planteada, se propone obtener estimaciones en las propiedades eléctricas de espećımenes de acero
a partir de mediciones experimentales de voltaje y corriente. Cada espécimen se someterá a una reac-
ción sólido-gas propuesta en la metodoloǵıa. Después, se realizará la medición de voltaje y corriente
experimental en un sistema de caracterización eléctrica basado en el Efecto Joule, y mediante análisis
estad́ıstico e identificación de sistemas, modelar la cinética de decarburización a partir de sus propie-
dades eléctricas.
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1.6 Materiales y Métodos

La solución propuesta requiere que el diseño experimental extraiga información representativa de
las propiedades eléctricas de espećımenes metálicos con un grado de decarburización, se expusieron
a un tratamiento térmico. En la Figura 1.3 se muestra la metodoloǵıa propuesta para comprobar la
hipótesis del trabajo de investigación y se divide en tres etapas.

Figura 1.3: Metodoloǵıa propuesta.

1.6.1 Reacciones sólido-gas

En esta etapa los espećımenes de acero se someten a un tratamiento térmico para incitar el cre-
cimiento de la capa de decarburización. Los espećımenes se insertan en un reactor al vaćıo (a) que
permite controlar los gases presentes en la atmósfera, donde se llevan a cabo reacciones sólido-gas.

Con el objetivo de controlar la cantidad de material gaseoso durante el calentamiento térmico, un
mezclador de gases (b) se encarga de regular la cantidad de O2 en cualquier instante del tratamiento
térmico. Para incidir en el crecimiento de la capa descarburada, un controlador (c) incorporado en el
horno permite controlar la temperatura y duración de las curvas de calentamiento y enfriamiento.

1.6.2 Caracterización Eléctrica

Posterior al tratamiento térmico, la etapa de caracterización eléctrica tiene como objetivo obtener
mediciones experimentales de voltaje y corriente de cada espécimen de acero.

Para esto, los espećımenes de acero (d) se montan en un sistema de caracterización eléctrica basado
en el efecto Joule. El sistema inyecta corriente a las piezas de acero con una fuente de alimentación
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programable (e) y mide los parámetros eléctricos de las piezas mediante sensores de voltaje (f) y
corriente (g). Las señales provenientes de los sensores se acondicionarán y almacenarán en un sistema
embebido (h), el cual inyecta una señal de entrada (i) a la fuente de corriente programable para excitar
al sistema.

1.6.3 Análisis Estad́ıstico

Después de la caracterización eléctrica de los espećımenes, el análisis estad́ıstico implementa meto-
doloǵıas de estimación de parámetros e identificación de sistemas para estimar la resistencia eléctrica
de todos los espećımenes y relacionarla con la cinética de decarburización.

Con los datos experimentales de voltaje y corriente (j) se modelará el comportamiento f́ısico de
la planta, a través de técnicas estad́ısticas y de estimación de parámetros (k). Consecuentemente, se
estimarán los estad́ısticos de los parámetros eléctricos (resistencia eléctrica) de las piezas de acero (l)
y mediante técnicas de metalograf́ıa (m) se establecerá la correlación entre las propiedades eléctricas
y la profundidad de capa descarburada en el acero.

1.7 Conclusión del Caṕıtulo

En este caṕıtulo se estableció el alcance del proyecto de investigación mediante la semblanza del
problema y se encuadró la aportación cient́ıfica con la consulta de art́ıculos y trabajos relacionados a la
cinética de decarburización. A partir de esta información, fue posible definir los objetivos, la hipótesis
y una posible solución al estudio de los productos en un reactor sólido-gas para encontrar una relación
entre los parámetros eléctricos y sus mecanismos de reacción en un reactor sólido-gas. Además, se
plantea una metodoloǵıa experimental dividida en tres etapas: reacciones sólido-gas, caracterización
eléctrica y análisis estad́ıstico, con la finalidad de comprobar la hipótesis propuesta.
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Caṕıtulo 2

Modelación de Sistemas

En este caṕıtulo se describe el concepto de sistema y se detalla la clasificación de sistemas con
base en sus propiedades. Enseguida, se enuncian los fundamentos de la modelación y se desarrolla la
metodoloǵıa para describir un sistema mediante modelos matemáticos. Posteriormente, se describen
los procedimientos de modelación por identificación de sistemas y estimación de parámetros. Por un
lado, en la identificación de sistemas se desglosan los posibles errores que afectan la modelación, se hace
un análisis de la respuesta de un sistema mediante funciones conocidas: convolución, impulso, escalón,
entre otros y se definen los tipos de modelos con base en el conocimiento previo de los fenómenos
f́ısicos que rigen al sistema. Finalmente, se enuncian algunos métodos utilizados en la estimación de
parámetros con base en la linealidad de las variables de estudio.

2.1 Definición de Sistema

Un sistema es un objeto o colección de objetos cuyas propiedades se quieren estudiar. La principal
actividad de las ciencias naturales a través de los siglos es realizar preguntas sobre los atributos de
un sistema y responderlas por experimentación [22]. Un sistema cuenta con diferentes variables que
interactúan en distintas escalas de tiempo y espacio, las cuales generan señales observables. Según
[23], una representación general de un sistema se muestra en la Figura 2.1, donde las variables del
sistema pueden ser escalares y/o vectoriales, continuas y/o discretas, en función del tiempo. En esta
simplificación, los sensores son considerados elementos estáticos y se representan como parte del sistema
para enfatizar la necesidad de producir señales observables.

De acuerdo a [23], la Figura 2.1 cuenta con las siguientes variables de sistema:

Entrada u: la variable de entrada u es exógena; es decir, cuyo estado es independiente de otras
variables en el sistema y es medible. De acuerdo a la naturaleza inherente del sistema, esta señal
puede (o no) ser manipulada directamente por el usuario.

Perturbación w: la variable de ruido o perturbación w es exógena, posiblemente medible, la cual
no es manipulable. Se origina por las limitaciones f́ısicas del sistema y afecta el comportamiento
de la entrada exógena u. Es considerada como el grado de incertidumbre del sistema cuando se
tiene una entrada u o la relación entre la variable u y el estado del sistema x.
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Sistema:
estado x

u(t) x

w(t)

Sensores

v(t)

y(t)

Figura 2.1: Representación general de un sistema [23].

Estado x: el estado del sistema x contiene todos los efectos de las entradas pasadas u y las
perturbaciones w con respecto al sistema [24]. Por lo general, la evolución del estado se describe
con ecuaciones diferenciales. Por lo tanto, el comportamiento dinámico del sistema se ve afectado
por variaciones de las señales exógenas (u, w) y las leyes que describen las interacciones internas
del sistema. En contraste, si el sistema no muestra un comportamiento dinámico, se considera
un sistema estático, y se describe mediante relaciones algebraicas entre las variables u, v y x.

Perturbación v: análoga a la variable w, esta perturbación exógena tampoco es manipulable y
representa el grado de incertidumbre inherente del sensor.

Salida y: la variable y es la medición de los sensores. Representa todas las señales observables
que son de interés para el usuario. En general, y se encuentra definida como una función de las
otras variables del sistema.

Una vez definido el sistema y las variables que intervienen en él, es posible clasificarlos en función
de diferentes caracteŕısticas que facilitan la implementación de métodos matemáticos.

2.2 Clasificación de Sistemas

Un paso cŕıtico en la estructuración de sistemas [25] es la descripción general de sus propiedades
mediante ecuaciones matemáticas descriptivas, las cuales establecen la relación entre el estado del
sistema y sus variables. De esta manera, es posible inferir en algunas propiedades del sistema previo a
su análisis experimental.

2.2.1 Linealidad

Se considera a un sistema lineal cuando la salida es directamente proporcional a los est́ımulos de
la entrada, teniendo un sistema G(t) con constantes α, β y entradas u1(t), u2(t) la linealidad de un
sistema se cumple cuando satisface las siguientes propiedades:

Superposición: si se tienen dos o más est́ımulos, fuerzas, o variables aplicadas a la entrada del
sistema G(t), la respuesta será proporcional a la suma de las entradas y se demuestra con la
igualdad (2.1).

G [u1(t) + u2(t)] = G [u1(t)] +G [u2(t)] (2.1)
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Escalabilidad: el principio de escalabilidad establece que la magnitud de la entrada está directa-
mente proporcional a la salida y se cumple con la ecuación (2.2).

G [(αu(t)] = α ·G [u(t)] (2.2)

Es posible determinar la linealidad de un sistema si cumple con las propiedades de superposición
y escalabilidad, con base en las ecuaciones (2.1) y (2.2) un sistema es lineal si cumple con la igualdad
dada por:

G [α · u1(t) + β · u2(t)] = α ·G [y1(t)] + β · [G(y2(t)] (2.3)

de otra manera, se le considera como un sistema no lineal.

2.2.2 Invariante en el Tiempo

Se considera invariante en el tiempo a un sistema si la respuesta del sistema con un operador de
retraso τ no vaŕıa en el tiempo; es decir, si se considera la entrada del sistema u(t) y la entrada con
un retraso u(t+ τ), un sistema es invariante en el tiempo si:

u(t) = y(t) ⇐⇒ u(t+ τ) = y(t+ τ) (2.4)

siendo y(t) la salida del sistema y y(t+ τ) la salida con un retraso τ . De la misma manera, la relación
entre entrada y salida de un sistema G se puede expresar de la manera y(t) = G(u(t), t), y su variación
en el tiempo se puede expresar con la derivada:

dy

dt
=
∂G

∂t
+
∂G

∂u
· du
dt

(2.5)

sin embargo, para que un sistema sea invariante en el tiempo, se debe cumplir con la igualdad:

∂G

∂t
= 0 (2.6)

sustituyendo (2.6) en (2.5) se obtiene:
dy

dt
=
∂G

∂u
· du
dt

(2.7)

si un sistema puede ser expresado en términos de (2.7) se le considera invariante en el tiempo.

2.2.3 Causalidad

Se le denomina a un sistema causal si su respuesta depende únicamente de entradas presentes
y pasadas. Es decir, si se considera dos señales de entrada con un comportamiento en el tiempo
equivalente:

u1(t) = u2(t) ∀ t < t1 (2.8)

un sistema es estrictamente causal si las respuestas del sistema siempre son las mismas cuando se
le aplica la misma entrada, en el mismo instante de tiempo; es decir, si se realizan dos experimentos
distintos al sistema con la misma entrada, un sistema es estrictamente causal si cumple con la igualdad:

y1(t1) = y2(t1) (2.9)

donde y1(t1) y y2(t1) son dos señales en el mismo instante de tiempo t1. Esta caracteŕıstica se cumple
para todos los sistemas f́ısicos.
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2.2.4 Dinámico

Si la respuesta de un sistema, en cualquier instante de tiempo, depende sus eventos pasados y no
solamente de su entrada presente se le denomina sistema dinámico. Un sistema dinámico cuenta con
memoria y es descrito en términos de ecuaciones diferenciales. En contraste, un sistema estático no
tiene memoria y se describe con ecuaciones algebraicas.

2.2.5 Estabilidad

Se considera un sistema como estable si se cumple con las condiciones:

|y(t)| ≤My <∞
|u(t)| ≤Mu <∞

(2.10)

siendo y(t) la respuesta y u(t) la entrada del sistema, mientras que My y Mx representan un conjunto
de números positivos finitos para todo t. Si no se cumple con cualquiera de las dos condiciones en
(2.10) se considera que el sistema es inestable.

2.3 Modelación

La palabra modelo se deriva del lat́ın y significa molde o patrón. La modelación permite realizar
experimentaciones significativas en un sistema y lograr una mayor comprensión de los procesos f́ısicos
que afectan su comportamiento [22]. El objetivo de modelar un sistema es estudiar los fenómenos
f́ısicos involucrados en el proceso mediante mediciones directas y/o indirectas, o establecer un modelo
predictivo que pueda reproducir las observaciones pasadas [26].

Observar un fenómeno y representarlo con un modelo es fundamental en la ciencia y la ingenieŕıa
[27]. Los modelos matemáticos determinan la relación entre las cualidades cuantitativas de un sistema
(distancia, voltaje, temperatura, flujo, entre otras) y se describen con ecuaciones. En [28] se menciona
que los modelos matemáticos son desarrollados para cumplir con las siguientes funciones:

Conocer o enriquecer las caracteŕısticas de un fenómeno f́ısico bajo estudio.

Analizar un proceso mediante el uso de herramientas de simulación, someterlo bajo condiciones
diferentes con la finalidad de evitar más experimentos.

Controlar al sistema o alguna de sus interacciones internas.

Estimar las variables que describan el estado de un sistema, con base en las mediciones realizadas.

Según [23], es posible obtener una estructura de un modelo matemático basado en la representación
general del sistema de la Figura 2.1. La Figura 2.2 muestra esta estructura, donde las variables y
funciones se encuentran en el dominio acorde al sistema de estudio.

Con base en lo anterior, es posible modelar matemáticamente los principios f́ısicos que gobiernan a
los sistemas dinámicos, a partir de ecuaciones diferenciales ordinales para variables continuas (dominio
del tiempo):

d

dt
x(t) = f(x(t), u(t), w(t);ϑ), x(0) = x0

y(t) = h(t, x(t), u(t);ϑ), t ∈ Z
(2.11)
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Sistema:
estado x(·)u(·) x(·)

w(·)

h(·)

v(·)

y(·)

Figura 2.2: Estructura básica de modelado matemático.

donde x(0) = x0 implica que el sistema tiene condiciones iniciales igual a 0 y dependen de un conjunto
de parámetros ϑ. De la misma manera, es posible modelar matemáticamente a partir de ecuaciones de
diferencias para sistemas con variables discretas (dominio muestral) con la forma:

x(T + 1) = f(x(T ), u(T ), w(T );ϑ), x(0) = x0

y(T ) = h(T, x(T ), u(T );ϑ), t ∈ R
(2.12)

siendo T el periodo discreto entre muestras. Sin embargo, para lograr describir las interacciones f́ısicas
en el sistema de estudio mediante estos modelos matemáticos, es necesario llevar a cabo una meto-
doloǵıa que permita identificar cómo las variables afectan al sistema, mismo que se abordará más
adelante.

2.4 Fases de la Modelación

De acuerdo al conocimiento previo del problema y los principios f́ısicos que gobiernan a un sistema
determinan el procedimiento de modelación. Según [28], se puede generalizar en tres fases para describir
a un sistema mediante la modelación:

Estructuración del sistema. Consiste en la división del sistema en subsistemas, con la finalidad
de determinar causa y efecto, definir las variables importantes y cómo interactúan en el sistema.
En esta fase se determina la estructura del modelo.

Formulación de las ecuaciones base. Involucra el estudio de los subsistemas, las variables y la
estructura definida en la fase anterior. La relación entre las variables y las constantes se definen.
Se implementa el conocimiento de las leyes f́ısicas que rigen el sistema, si existen. De esta manera,
el uso de aproximaciones e idealizaciones reduce la complejidad del modelo. En esta fase se da
la oportunidad a nuevas hipótesis conforme se estudia el sistema.

Análisis del modelo. En esta fase se refrendan las ecuaciones que describen al sistema. Se realizan
simulaciones y se validan las mediciones realizadas aplicando el modelo propuesto.

De igual modo, es importante deducir un modelo que no sea muy complejo con base en simplifi-
caciones, idealizaciones y/o aproximaciones. Por lo tanto, de acuerdo a las caracteŕısticas del sistema
(variables de entrada, salida, estado del sistema, entre otros), el diseño experimental y los tipos de
datos, es posible definir técnicas de resolución de problemas inversos.
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2.5 Técnicas de Resolución de Problemas Inversos

De acuerdo a [29], las técnicas de resolución de problemas inversos se puede definir como métodos
que permiten obtener datos experimentales más representativos de un sistema y un análisis significativo
de los procesos f́ısicos que lo rigen. La teoŕıa de problemas inversos es una ciencia de entrenamiento de
modelos utilizando mediciones directas y/o indirectas. El objetivo de este entrenamiento es describir las
propiedades f́ısicas de un sistema o establecer un modelo predictivo capaz de reproducir observaciones
pasadas. Existen dos técnicas principales para la resolución de problemas inversos y tienen las siguientes
caracteŕısticas:

Identificación de sistemas: establecen un modelo usado para fines predictivos de un sistema. Si los
parámetros contienen un significado f́ısico es irrelevante para esta caracterización. Una aplicación
t́ıpica de la identificación de sistemas es la previsión de información para crear sistemas de control.
En esta categoŕıa, el experimento puede ser sustituido por un modelo de referencia lineal. El
modelo obtenido se valida cuando se logra deducir los resultados de una nueva experimentación.

Estimación de parámetros: determinan estimado de los fenómenos f́ısicos que rigen el sistema.
Los parámetros contienen un significado f́ısico que explica las interacciones f́ısicas del sistema.
Ejemplos recurrentes son la caracterización de muestras en materiales o la detección de fallas
en componentes. La validación de los resultados en la estimación de parámetros se enfoca en
describir el impacto de la interacción f́ısica que el parámetro estima.

En esta investigación, ambas técnicas de resolución de problemas inversos tienen un papel funda-
mental en la estructura del modelo para describir al sistema de estudio. En las siguientes secciones se
describen estas técnicas.

2.6 Identificación de Sistemas

La modelación de un sistema depende de los datos obtenidos por mediciones experimentales [30].
De acuerdo a [31], este proceso de modelación se le denomina identificación de sistemas, el cual tiene
una metodoloǵıa lineal como se muestra en la Figura 2.3.

El proceso de identificación inicia con i) un conocimiento previo o inicial sobre el sistema. Este
conocimiento previo permite plantear un ii) diseño experimental, el cual considera las variables de
estudio y su medición. A partir de esto, se obtiene el iii) conjunto de datos para su posterior análisis.
Después, se iv) define un modelo de acuerdo a las caracteŕısticas del sistema y se considera un v)
método de identificación para considerar los posibles errores en las variables. Consecuentemente, se
aplican las vi) técnicas de la resolución del problema inverso correspondiente al tipo de modelo y se
vii) valida si se logra predecir nuevos datos experimentales o describir al sistema.

La identificación de sistemas permite seleccionar M y ponderar los parámetros θ de tal manera
que la distancia entre el modelo y los datos sea la menor posible. El proceso de identificación extrae
un modelo matemático M(θ) proveniente de una serie de medidas Z [26]. No obstante, la información
medida se encuentra perturbada por errores en la medición y ruido del proceso, descrito como ruido
nz en la información:

Z = Z0 + nz (2.13)

como el modelo seleccionado M no incluye al sistema real S0, aparecen errores del modelo:

S0 ∈M0 y M0 = M +Mε (2.14)

siendo Mε los errores del modelo.
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i) Conoci-
miento inicial

ii) Diseño
experimental

iii) Datos o
conjunto de datos

iv) Definición
del modelo

v) Método de
identificación

vi) Cálculo del problema inverso

vii) Validar modelo

Figura 2.3: Proceso de identificación de sistemas [31].

2.7 Tipos de Modelos

De acuerdo al proceso de identificación de sistemas [31], es necesario definir una estructura de
modelación en función a la información conocida sobre los fenómenos f́ısicos que lo gobiernan al sistema.
Con base en [29], estos modelos definen el método de identificación y si los parámetros describen
propiedades f́ısicas o intentan predecir mediciones futuras. Se reconocen tres categoŕıas:

Modelos Determińısticos o Caja Blanca (“White Box Models”). Estos modelos son construi-
dos con base en principios f́ısicos conocidos y los parámetros describen interacciones f́ısicas del
fenómeno. Por lo general, estos modelos son no-lineales y se describen con ecuaciones no lineales.

Modelos Caja Negra (“Black Box Models”). No existen principios f́ısicos disponibles, pero la
estructura de estos modelos se puede equiparar a un área del conocimiento af́ın. Estos mode-
los no tienen ninguna relación con la f́ısica que afecta al sistema, se calibran con un conjunto
de mediciones utilizadas para entrenar el modelo y se utilizan para realizar predicciones de las
mediciones futuras. Estos modelos se originan del aprendizaje máquina y los métodos de la es-
tad́ıstica inferencial y pueden tener una estructura previamente definida (modelos paramétricos)
o no tener una estructura del todo (modelos no paramétricos).

Modelos Estocásticos o Caja Gris (‘Grey Box Models”). Incluyen los modelos de series de tiempo,
espacios de estado, que pueden ser utilizados en la estimación de parámetros y la identificación
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de sistemas. En general, estos modelos son lineales, lo que permite un análisis más significativo,
ya que es posible obtener los parámetros mediante el uso de técnicas determińısticas y/o de Caja
Negra.

En las siguientes secciones se abordan a detalle cada tipo de modelo y se describen ejemplos para la
obtención de parámetros.

2.7.1 Modelos Determińısticos

De acuerdo a [28], en los la formulación de ecuaciones en los modelos de caja blanca, es usual encon-
trar que existen parámetros desconocidos. Este tipo de modelos son frecuentemente utilizados cuando
se trata de describir fenómenos f́ısicos. Son exclusivamente implementadas para la caracterización de
propiedades f́ısicas de un proceso. Por ejemplo, si se tiene una modelación con la forma:

d

dt
x(t) = f(x(t), u(t), θ) (2.15)

y(t) = h(x(t), u(t), θ) (2.16)

donde θ es el vector que contiene los parámetros desconocidos del sistema. Este vector puede escribirse
como:

θ =

θ1...
θn

 (2.17)

el objetivo de los modelos de caja blanca es la simulación y análisis de las propiedades f́ısicas mediante
ecuaciones. Para obtener los valores del vector de parámetros θ se hace uso de métodos de optimización
y funciones de aproximación matemática. Por otro lado, la desventaja de esta modelación es el extenso
trabajo computacional.

2.7.2 Modelos de Caja Negra

Cuando se calibra un modelo para fines predictivos, es posible definirlo sin considerar las propieda-
des f́ısicas del sistema; también es posible contar con sistemas que no pueden ser modelados mediante
principios f́ısicos, debido a la falta de conocimiento previo. Esto se debe a que las interacciones que
lo rigen son desconocidas o no se requiere un modelo descriptivo. Para estos casos, se hace uso de
“Black Box Models”. Según [27], es posible implementar modelos de caja negra como sistemas lineales,
invariantes en el tiempo y causales previamente definidos que puedan aproximarse a la dinámica del
sistema.

Estos modelos se basan en los datos obtenidos mediante experimentación y se encuentran en el tiem-
po discreto, ya que la información se obtiene mediante muestreo. Para representar matemáticamente
una serie de valores numéricos discretizados se hace uso de las ecuaciones de diferencias.

De acuerdo a [32], una ecuación de diferencias de orden q donde q ∈ Z es una expresión recursiva
de la forma:

xn = f(xn−1, · · · , xn−q) (2.18)

siendo f una función aproximada a un conjunto de valores numéricos en q variables. La ecuación (2.18)
es una combinación lineal de xn−1, · · · , xn−q y se denomina ecuación de diferencias lineal homogénea.
Es posible representar las ecuaciones de diferencias en términos de coeficientes numéricos constantes:

xn = a1xn−1 + · · ·+ aqxn−q (2.19)
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donde a1, · · · , aq son constantes numéricas. Un sistema con variables discretizadas puede expresarse
en ecuaciones de diferencias si se considera xn como la combinación lineal de la sucesión de muestras
o datos experimentales obtenidos de una variable medible.

Para desarrollar un modelo caja negra, considérese un sistema G(q) discretizado:

y(t) = G(q)u(t) (2.20)

donde y(t) es la respuesta del sistema, u(t) la variable de entrada exógena y G(q) un sistema invariante
en el tiempo con operadores de tiempo q. Si se descompone G(q) en un cociente, donde B(q) y A(q)
son ecuaciones de diferencias, se obtiene:

G(q) =
B(q)

A(q)
=

∑nb
k=0 bkq

−k∑na
k=0 akq

−k (2.21)

sustituyendo (2.21) en (2.20), se tiene la forma:

y(t) = G(q)u(t) =
B(q)

A(q)
u(t) (2.22)

donde es posible reescribir la ecuación (2.22) como:

A(q)y(t) = B(q)u(t) (2.23)

si pasamos todos los términos del mismo lado de la ecuación, obtenemos:

0 = B(q)u(t)−A(q)y(t) (2.24)

si se expanden las ecuaciones de diferencias en términos de coeficientes numéricos, la ecuación (2.24)
se describe con la forma:

0 = b0u(t) + b1u(t− 1) + ...+ bnbu(t− nb)− a0y(t)− a1y(t− 1)− ...− anay(t− na) (2.25)

para escribir la ecuación (2.25) en términos de la salida más reciente y(t):

y(t) =
b0u(t) + b1u(t− 1) + ...+ bnbu(t− nb)− a1y(t− 1)− ...− anay(t− na)

a0
(2.26)

es posible dividir todos los coeficientes por a0 para eliminar cocientes en la ecuación general de dife-
rencias. A este proceso se le denomina normalización de a0 = 1, resultando la (2.26) como:

y(t) = b0u(t) + b1u(t− 1) + ...+ bnbu(t− nb)− a1y(t− 1)− ...− anay(t− na) (2.27)

finalmente, es posible escribir (2.27) de manera matricial para t = 0, 1, ..., N − 1 como un conjunto de
ecuaciones lineales en θ =

[
a1...anab0...bnb

]
con la forma:

K(u, y)θ = ŷ (2.28)

donde K(u, y) y es una matriz que contiene las entradas y respuestas pasadas del sistema G(q), con la
finalidad de realizar una estimación ŷ con la forma:

K(u, y)θ =


−y(−1) −y(−2) · · · −y(−na) u(0) · · · u(−nb)
−y(0) −y(−1) · · · −y(−na + 1) u(1) · · · u(−nb + 1)

· · · · · ·
−y(N − 2) −y(N − 3) · · · −y(N − 1− na) u(N − 1) · · · u(N − 1− nb)



ŷ =


y(0)
y(1)
· · ·

y(N − 1)


(2.29)

con lo anterior, los modelos de caja negra se describen cuando se estiman los valores de los coeficientes
θ y se ajustan a las matrices K(u, y) y ŷ.

22



2.7.3 Modelos Estocásticos

Según [33], en diversos procesos industriales y de investigación existe un conocimiento limitado con
respecto al sistema de interés. Esto implica que existe una estructuración con caracteŕısticas compar-
tidas de los modelos determińısticos y caja negra. En este enfoque existen algunos principios f́ısicos
conocidos que definen algunas caracteŕısticas, pero se desconocen ciertas interacciones del sistema; sin
embargo, es necesario estimar algunos parámetros de los datos experimentales o implementar modelos
predictivos.

La primicia en los modelos estocásticos es corroborar con datos experimentales los principios f́ısicos
que rigen al sistema de interés. Este tipo de modelado se utiliza en sistemas de control, simulación o
monitoreo de fallas.

Cuando el sistema de interés presenta un comportamiento no lineal, los modelos de Caja Negra
entregan una mala estimación entre el proceso y el comportamiento del modelo. Para estos casos, es
posible hacer uso de la estad́ıstica inferencial y métodos de estimación de parámetros que expresen las
variables de entrada y salida en regresores; y de esta manera, desarrollar modelos.

De acuerdo a la Figura 2.3, una vez definido el tipo de modelo con base en los parámetros y
el conocimiento previo del sistema, es posible implementar métodos de identificación que permitan
conocer la dinámica del sistema en función de la respuesta a ciertas excitación o entradas. Para esto,
se implementan métodos de identificación no paramétrica o basada en datos, los cuales excitan al
sistema con señales conocidas y se analiza el comportamiento dinámico del sistema a la salida. En las
siguientes secciones se detallan estos métodos de identificación de sistemas.

2.8 Métodos de Identificación de Sistemas

En el análisis de la respuesta de sistemas es importante obtener la mayor cantidad de información
con señales conocidas [25, 34]. Este estudio permite anticipar los resultados de un sistema y detectar
errores en los datos experimentales cuando se presenten. El análisis de la respuesta del sistema debe
expresarse en función de la entrada que se le aplica; por lo tanto, la implementación de funciones de
transferencia es de gran importancia para describir la dinámica de un sistema.

En las siguientes secciones se detallan las funciones más utilizadas en la identificación de sistemas
con base en su respuesta como las funciones de convolución, impulso, pulso unitario o directa al impulso,
escalón, sinusoidal, entre otras. Además, se describe la función de transferencia y sus ventajas como
modelado descriptivo del comportamiento de un sistema.

2.8.1 Función de Transferencia

De acuerdo a [25], las funciones de transferencia son ecuaciones empleadas para caracterizar la
relación entrada-salida de los componentes de un sistema y pueden representarse por ecuaciones de
diferencias.

Considérese un sistema lineal establecido por la ecuación de diferencias:

a0yn + a1yn−1 + · · ·+ an1
y + an = b0xm + b1xm−1 + · · ·+ bm−1x+ bm (2.30)

donde yn son las n salidas del sistema y xn las n entradas. La función de transferencia de un sistema
lineal se define como la relación de la transformada de Laplace de la salida (función de respuesta) con
la transformada de Laplace de la entrada asumiendo que todas las condiciones iniciales son cero:

G(s) =
L [salida]

L [entrada]

∣∣∣
condiciones iniciales cero

(2.31)
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o bien, desglosando (2.31):

G(s) =
Y (s)

X(s)
=
b0s

m + b1s
m−1 + · · ·+ bm1

s+ bm
a0sn + a1sn−1 + · · ·+ an1

s+ an
(2.32)

La salida del sistema (2.31) puede reescribirse como el producto de G(s) y X(s):

Y (s) = G(s)X(s) (2.33)

Utilizando el concepto de la función de transferencia, es posible representar la dinámica de un
sistema mediante ecuaciones algebraicas en el dominio s. Si el mayor exponente de s en el denominador
es igual a n, el sistema es denominado sistema de enésimo orden.

No obstante, la aplicación de la función de transferencia está limitada a sistemas de ecuación de
diferencias lineales. La función de transferencia tiene las caracteŕısticas:

Modela matemáticamente la variable de salida y la relaciona con la variable de entrada.

Establece las propiedades del sistema, independientemente de la magnitud y la naturaleza de la
función de entrada.

Incluye las unidades necesarias para asociar la entrada con la salida, sin proporcionar información
de la estructura f́ısica del sistema (la función de transferencia de sistemas f́ısicamente distintos
puede ser la misma).

Permite estudiar la salida o respuesta con diversas entradas con la finalidad de entender el
comportamiento del sistema.

Si se desconoce la función de transferencia, puede ser determinada experimentalmente introdu-
ciendo entradas conocidas y analizando las salidas que genera el sistema.

A la ecuación Ecuación 2.33 se le denomina modelación por función de transferencia. Sin embargo,
la función de transferencia no es el único modelo con la capacidad de representar la dinámica de un
sistema. Existe otra herramienta de identificación con la capacidad de determinar el comportamiento
del sistema como lo es la respuesta impulso.

2.8.2 Respuesta Impulso

Según [23], la función de impulso unitaria o la función Dirac δ en el instante de tiempo t = 0 se
define como:

δ(t) := 0 para todo t 6= 0,

∫ ∞
−∞

δ(t)dt = 1 (2.34)

es decir, la función Dirac puede ser representada como un pulso rectangular unitario con un ancho
infinitesimal.

Bajo esta definición, se dice que la función de transferencia y la respuesta impulso de un sistema
lineal contiene la misma información sobre su dinámica. Por lo tanto, es posible obtener información
sobre las caracteŕısticas dinámicas de un sistema excitándolo con una entrada impulso y midiendo la
respuesta a la salida. No obstante, esta idealización de una función al cual se le aplica una excitación
en un instante de tiempo no es posible en sistemas f́ısicos reales; por lo anterior, se hace uso de una
aproximación numérica a través de la respuesta directa al impulso.
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2.8.3 Respuesta Directa al Impulso

Según [35], si se buscara aplicar como excitación una suma de muchos impulsos, se obtiene la
sumatoria de cada una de las respuestas definidas en (2.34). Como la duración del impulso tiende a
0, es posible considerarlo como una diferencial y la suma de diferencias resulta en un cálculo integral.
De acuerdo a [23], la respuesta a la sumatoria de impulsos de un sistema continuo se denota por la
integral de convolución:

y(t) =

∫ t

−∞
g(t− τ)u(τ)dτ, t ∈ R (2.35)

o por la suma de convolución, para un sistema en tiempo discreto:

y(t) =

k∑
−∞

g(t− k)u(k) (2.36)

donde g(t) y u(t) son 0 para t < 0. Estas funciones de convolución representan la respuesta al impulso
y la excitación u(k) o u(τ) aplicada al sistema. Sin embargo, esta representación se ajusta solamente
para sistemas lineales, dinámicos e invariantes en el tiempo. Al trabajar con sistemas f́ısicos reales, un
pulso de entrada con una duración corta puede considerarse un impulso. Debido a que la adquisición
de datos se realiza en el tiempo discreto y los sistemas f́ısicos son causales, es posible reescribir la suma
de la convolución (2.36) como:

y(t) =

t∑
0

g(t− k)u(k) =

t∑
0

g(k)u(t− k), t ∈ Z+ (2.37)

donde g(0) es cero, ya que los sistemas f́ısicos reales no responden instantáneamente a una entrada.
Por lo tanto, si es posible generar un pulso unitario, los coeficientes de g(t) pueden ser encontrados
directamente de la medición de salida. El pulso unitario tiene la forma:

u(t) =

{
α, t = 0

0, t 6= 0
(2.38)

donde α se selecciona de acuerdo con las limitaciones f́ısicas de la señal de excitación. La respuesta del
sistema correspondiente a un pulso unitario se define como:

y(t) = αg(t) + vy(t) (2.39)

siendo vy(t) el error generado por la medición de la variable de salida. Consecuentemente, un estimado
de la función pulso unitario es:

ĝ(t) =
y(t)

α
(2.40)

y los errores en la estimación se encuentran dados por (2.41).

εy =
vy(t)

α
(2.41)

La ventaja de este método es su simplicidad, pero tiene restricciones. Generalmente, la respuesta al
pulso unitario estimado describe el comportamiento del sistema en el tiempo continuo; por consiguien-
te, se puede perder información si existe parte de la dinámica del sistema a mayores frecuencias que la
obtención de datos o si la duración del experimento es muy corta. En contraste, α previene una signi-
ficativa reducción del ruido, ya que los errores en la estimación (2.41) son inversamente proporcional
con el valor de α.
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2.8.4 Respuesta Escalón

Según [23], un escalón puede considerarse como una sucesión infinita de pulso rectangulares conti-
nuos, equidistantes y cortos. La entrada escalón se define como:

u(t) =

{
0, t < 0

α, t ≥ 0
(2.42)

el cual, aplicado para sistemas lineales e invariantes en el tiempo (“linear, time invariant”, LTI ) se
tiene que la entrada escalón tiene la respuesta:

y(t) = α

t∑
k=0

g(k) + vy(t) (2.43)

con un operador de retraso y(t− 1) la respuesta escalón se define como:

y(t− 1) = α

t−1∑
k=0

g(k) + vy(t− 1) (2.44)

con lo anterior, estimaciones de g(t) pueden ser realizadas si se calcula la diferencia entre respuestas
escalones:

ĝ(t) =
y(t)− y(t− 1)

α
(2.45)

además, es posible estimar los errores mediante la ecuación:

εy(t) =
vy(t)− vy(t− 1)

α
(2.46)

Con la finalidad de obtener información completa sobre la dinámica del sistema, es recomendable que
α sea lo más grande posible. Si para la identificación de sistemas lineales, invariantes en el tiempo no
es posible implementar una respuesta impulso, una entrada escalón puede ser utilizada siguiendo un
algoritmo:

Generar una función escalón con la máxima magnitud posible α.

Aplicar el escalón al sistema.

Determinar gráficamente el tiempo de retardo, la constante de tiempo y la ganancia estática del
sistema.

Con base en (2.45), estimar una respuesta impulso ĝ(t).

De entre los métodos de identificación de sistemas, es recurrente el uso de funciones periódicas que
realicen estimaciones en la respuesta del sistema, entre ellas destaca la función sinusoidal, ya que a
través de la Transformada de Fourier es posible analizar el sistema mediante su respuesta en frecuencia.
En la siguiente sección de detallan estas técnicas periódicas.

2.8.5 Respuesta Sinusoidal

Las excitaciones periódicas constituyen una herramientas para la identificación de sistemas lineales
e invariantes en el tiempo; en particular, la señal sinusoidal tiene la forma:

u(t) = αsen(ωt) (2.47)

sin embargo, para analizar la respuesta del sistema se hace uso de la Transformada de Fourier.
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Transformada de Fourier

La transformada de Fourier es una de las herramientas matemáticas más importantes en una amplia
variedad de campos en la ciencia y la ingenieŕıa [36, 37]. Se puede interpretar como la transformación
de una señal en un dominio (el tiempo) a otro dominio (la frecuencia). Efectuar un análisis de la
transformada de Fourier proporciona una descomposición útil de señales en sus componentes funda-
mentales o primitivos. Aśı mismo, provee funciones que equiparan complicadas sumas e integrales para
un procesamiento digital más rápido [36].

La integral de Fourier, con base en la transformada de Laplace bilateral, transforma un sistema
continuo g(t) del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia:

G(jω) =
1

2π

∫ ∞
−∞

g(t)e−jωtdt (2.48)

siendo ω = 2πf . En la práctica esta transformada se obtiene mediante señales de excitación discretiza-
das en un conjunto finito de muestras equidistantes. Por lo tanto, la transformada de Fourier continua
(2.48) se reemplaza por la transformada de Fourier discreta (Discrete Fourier Transform, DFT ):

G(ejω) =

∞∑
t=−∞

g(t)ejωt (2.49)

Teniendo en cuenta que G(ejω) es una variable compleja, puede ser escrita como |G(ejω)|ejφ,
donde |G(·)| indica la magnitud y φ = arg(G(·)) el ángulo. A este análisis se le denomina función de
respuesta en frecuencia (Frecuency Response Function, FRF ) y es la herramienta de dominio espectral
más utilizada en la identificación de sistemas debido a la clara interpretación f́ısica de la relación
entrada-salida y la predicción del comportamiento del sistema [38].

Regresando al análisis de la señal periódica sinusoidal, con base en la DFT se tiene que la señal
sinusoidal solo tiene componente imaginario:

sen(ωt) = Im(e−jωt) (2.50)

por lo tanto, implementando la ecuación (2.36) con k = −∞, · · · ,∞, la señal sinusoidal entrega una
respuesta:

y(t) = α

∞∑
k=−∞

g(k)Im(ejω(t−k)) = α · Im
∞∑

k=−∞

g(k)e−jω(t−k) (2.51)

por ley de exponentes, se saca la constante de la sumatoria:

y(t) = α · Im
{
ejωt

∞∑
k=−∞

g(k)e−jωk

}
(2.52)

sustituyendo (2.49) en (2.52), se reescribe la ecuación:

y(t) = αIm
{
ejωt ·G(ejω)

}
(2.53)

y dejándolo en términos de la magnitud y el ángulo, se obtiene la forma:

y(t) = α|G(ejω|sen(ωt+ φ) (2.54)

en consecuencia, la respuesta del sistema es una señal sinusoidal de la misma frecuencia que la entrada
u(t), pero multiplicada por la magnitud |G(ejω| y desfasada por φ. Es importante observar que el
resultado implica que la entrada es una señal periódica infinita. Por lo tanto, si se asume que u(t) =
0, t < 0 existirá una fase transitoria en la respuesta del sistema.
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Sin embargo, la respuesta del sistema producto de una señal de excitación, ya sea periódica o lineal,
se encuentra afectada por ruido y es importante hacer uso de herramientas y métodos que eliminen o
minimicen el impacto del ruido en el modelo descriptivo [27]. En las siguientes secciones se clasifican
las posibles perturbaciones durante el proceso de identificación de sistemas.

2.8.6 Errores en la Identificación de Sistemas

En la Sección 2.3 se introdujo brevemente las variables que afectan la modelación de un sistema.
La identificación de sistemas permite diferenciar los errores generados por la naturaleza inherente
del sistema y por la modelación matemática. La Figura 2.4 cataloga estos errores en el proceso de
identificación y cuentan con las siguientes caracteŕısticas:

Entrada ug(·): esta variable contiene los valores de la señal exógena.

Variación wg(·): estas perturbaciones se suman a la entrada exógena y son causadas por las
limitaciones f́ısicas de los componentes que producen la entrada; por ejemplo, generadores de
señales, fuentes de alimentación, entre otros.

Medición vu(·): este ruido se añade por los sensores que miden las variables de entrada.

Variable u(·): señal de entrada medida al sistema g(·) con el total de perturbaciones consideradas,
es decir: u(·) = ug(·) + wg(·) + vu(·).
Variación wp(·): esta perturbación se debe al ruido inherente del proceso.

Medición vy(·): este error se añade por los sensores que miden la salida.

Variable y(·): señal de salida medida del sistema.

+ug(·)

wg(·)

+

g(·)

vu(·)

u(·)

+

wp(·)

+vy(·)

y(·)

Figura 2.4: Representación extendida del sistema g(·) considerando errores.

Por lo tanto, conocer las caracteŕısticas de la señal de entrada permite discriminar entre información
perteneciente a la dinámica del sistema y las perturbaciones generadas por la medición y la modelación.
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Existen métodos que permiten cuantificar la diferencia entre las perturbaciones y la dinámica del
sistema con base en la correlación de los errores en el modelo; es decir, a la relación lineal y proporcional
generada por las perturbaciones. A estos procedimientos se les denomina métodos de correlación y se
describen en las siguientes secciones.

2.9 Métodos de Correlación

De acuerdo a [39], la identificación por funciones periódicas, impulso, escalón, entre otras, aplicadas
a sistemas lineales son capaces de describir la respuesta y analizar la dinámica del sistema. No obstante,
la implementación de estos métodos de identificación conlleva la desventaja de la sensibilidad al ruido,
ya que la medición depende de componentes con un rango limitado de linealidad como sensores, fuentes
de alimentación, dispositivos de control, entre otros, pueden alterar la respuesta del sistema en estudio.

Para esto, se han desarrollado métodos de identificación que permitan realizar pruebas aplicadas al
sistema sin interrumpir su operación o modificar su estructura [39]. Entre estas técnicas se encuentran
los métodos de autocorrelación, las secuencias aleatorias o de ruido blanco, entre otros, los cuales se
detallan en las siguientes secciones.

2.9.1 Función de Autocorrelación

Según [40], cuando se realiza la modelación de múltiples variables o fenómenos mediante métodos
lineales, es posible que la no se logre predecir de manera efectiva la salida del sistema para mediciones
futuras por limitaciones del modelo. Por lo general, el error aleatorio se encuentra correlacionado
positivamente con respecto al tiempo; es decir, si el error en la medición actual es similar al error en
mediciones pasadas se puede decir que son independientes entre śı.

De acuerdo a [23], este fenómeno se conoce como autocorrelación o correlación en serie y tiene la
forma:

ruu(τ, t) = E [u(t)u(t+ τ)] (2.55)

donde ruu es la función de autocorrelación de una señal u(t) y τ es el tiempo de retroceso o medición
pasada. La notación E[·] es el operador de expectativa; es decir, el valor medio de una función. Por lo
tanto, la expectativa se puede interpretar como el promedio del tiempo con la forma:

ruu(τ) = ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
u(t)u(t+ τ)dt (2.56)

donde la ecuación (2.56) se encuentra en función del retroceso τ y no del tiempo t. Esto implica que
existe invariabilidad en el tiempo o una propiedad estacionaria. Se considera que la integral contiene
el intervalo [−T, T ] cuando T →∞ para excluir una respuesta transitoria en el sistema. Por otro lado,
cuando se tienen muestras la descripción de la ecuación (2.56) en el dominio discreto tiene la forma:

ruu(l) = ĺım
N→∞

1

2N + 1

N∑
i=−N

u(i)u(i+ l) (2.57)

donde a partir de una secuencia finita u(t) de N muestras, la función de autocorrelación discreta ruu(l)
puede ser calculada como:

ruu(l) = E
[
u(i)u(i+ l)T

]
(2.58)

siendo u(i) la secuencia desde −N hasta N−l y u(i+l) es la secuencia de −N+l hasta N . Para obtener
una correcta estimación con los valores obtenidos de la función de autocorrelación, es recurrente que
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el retroceso l se escoja con un valor menor a N/4. Una propiedad de la función de autocorrelación es
la posibilidad de implementar retrocesos positivos y negativos mediante la forma:

ruu(−l) = ĺım
N→∞

1

2N + 1

N∑
i=−N

u(i)u(i− l) (2.59)

además de ser simétrica en el 0; es decir si la ecuación (2.58) se sustituye j = i− l, se tiene que:

ruu(l) = ĺım
N→∞

1

2N + 1

N−l∑
j=−N−l

u(j + l)u(j) (2.60)

finalmente, si la función u(t) contiene componentes periódicos y/o lineales, entonces ruu(l) adquiere la
misma periodicidad y/o linealidad. De la misma manera, es posible implementar métodos secuenciales
mediante el uso de señales aleatorias/ruido blanco y funciones de correlación cruzada, descritas en las
siguientes secciones.

2.9.2 Secuencias Ruido Blanco

Según [23], el ruido blanco o secuencias aleatorias es el tipo de señal más significativo para la
identificación de sistemas lineales e invariantes en el tiempo. Se le denomina ruido blanco a una
secuencia aleatoria con una expectativa 0, varianza finita y términos no correlacionados entre śı; es
decir, una secuencia de ruido blanco no tiene una estructura de tiempo definida. Sin embargo, el ruido
blanco en el tiempo continuo es virtualmente inexistente, ya que requeriŕıa una cantidad infinita de
enerǵıa para generarse. Por lo tanto, este concepto se describe en el dominio discreto con la forma:

E[ω(t)] = 0 (2.61)

E[ω(t)ωT (t+ l)] =

{
Q, l = 0

0, l 6= 0
(2.62)

siendo Q la densidad de poder espectral o la concentración de enerǵıa concentrada de una señal. La
Figura 2.5 muestra la representación de una secuencia de ruido blanco a lo largo del tiempo, en la
imagen se observa cómo la cantidad de enerǵıa o los valores se encuentran distribuidos en el intervalo
[−0.5, 0.5] con expectativa en el 0.

Según [27], la ventaja de utilizar señales aleatorias es la facilidad de generación en comparación con
las señales periódicas, además las funciones periódicas solamente excitan un rango finito de frecuencias,
mientras que el ruido blanco tiene la propiedad de idealmente excitar un rango infinito de frecuencias;
por lo tanto, es recurrente complementar el análisis de este método con la función de respuesta en
frecuencia y la estad́ıstica inferencial.

Los conceptos de expectativa, varianza y correlación se detallarán en el caṕıtulo de estad́ıstica
inferencial en esta investigación y se enfatizará la importancia de cuantificar estas propiedades en una
función; además, se describirá la relevancia de este tipo de métodos con técnicas descriptivas para la
caracterización de la respuesta del sistema.

2.9.3 Función de Correlación Cruzada

Con base en [23], la función de correlación cruzada se define como la correlación que existe entre
dos señales diferentes u(t) y y(t) con la forma:

ruy(τ, t) = E [u(t)y(t+ τ)] (2.63)
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Figura 2.5: Graficación de una secuencia de ruido blanco.

de manera análoga a las ecuaciones (2.56) y (2.57), la expectativa de la función de correlación cruzada
en función como promedio del tiempo se describe como:

ruy(τ) = ĺım
T→∞

1

2T

∫ T

−T
u(t)y(t+ τ)dt (2.64)

donde la ecuación (2.56) se encuentra en función del retroceso τ y no del tiempo t. Esto implica que
existe invariabilidad en el tiempo o una propiedad estacionaria, al igual que la función de autocorre-
lación. Por otro lado, cuando se tienen muestras la descripción de la ecuación (2.64) en el dominio
discreto tiene la forma:

ruy(l) = ĺım
N→∞

1

2N + 1

N∑
i=−N

u(i)y(i+ l) (2.65)

al aplicar la función de correlación cruzada en sistemas causales, lineales e invariantes en el tiempo
con N datos finitos muestrales se hace uso de la ecuación (2.57). Sin embargo, a pesar que la función
existe para retrocesos negativos, para sistemas causales no es posible tener una medición dependiente
de mediciones futuras. Es importante resaltar que la correlación cruzada y la autocorrelación tienen
una similitud con la respuesta al impulso y la convolución. En términos generales, la autocorrelación
se puede definir como una correlación cruzada de la misma señal.

Durante el proceso de identificación de sistemas, es recurrente el cálculo de factores desconocidos
para describir o predecir el comportamiento de un fenómeno de estudio. Una vez obtenido información a
partir de los métodos de identificación antes descritos es usual que, a partir de la ecuación descriptiva, se
realice un ajuste del modelo con los datos experimentales. Para esto, en la siguiente sección se describen
algunos métodos de estimación que asignan valores a los parámetros en función de las propiedades del
sistema de estudio.

2.10 Estimación de Parámetros

La estimación de parámetros en diferentes modelos es un problema estad́ıstico recurrente [41–43].
Estos métodos determinan los factores desconocidos en un proceso o modelo, ya sea de forma individual
o en conjunto. Su objetivo recae en la obtención de una ecuación descriptiva o predictiva que exprese la
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relación entre la una variable de interés (la respuesta) y un conjunto de parámetros relacionadas [44]. En
esta sección se describen métodos de estimación iterativos o repetitivos y directos, los cuales permiten
desarrollar técnicas de obtención y optimización de parámetros.

2.11 Métodos Directos

La implementación de métodos directos tiene como objetivo calcular los parámetros de un sistema
mediante una secuencia finita de operaciones. Según [45], considerando el impacto del error en la
identificación, estos métodos entregan una solución exacta a sistemas de ecuaciones descriptivas de un
sistema con la forma:

Aθ = b (2.66)

siendo A una matriz de entradas R, b es el vector de respuesta del sistema en función de los parámetros
desconocidos θ. En las siguientes secciones se describen algunos métodos directos como la regresión
lineal, la estimación por mı́nimos cuadrados, función costo, entre otros.

2.11.1 Regresión Lineal

La estimación lineal es una herramienta que describe una función lineal de los parámetros que
afectan al sistema. La ecuación (2.67) muestra la forma del modelo de regresión lineal, basado en la
ecuación (2.30), donde xn son los n valores de la variable independiente o predictor, ŷ es la variable
de respuesta, θn son los n parámetros del modelo y ε es el error estad́ıstico generado por las técnicas
de estimación.

ŷ = θ0 + θ1x1 + θ2x2 + · · ·+ θnxn + ε (2.67)

Sin embargo, no todo el conjunto de datos recae exactamente en el modelo; por lo tanto, se considera
un error o bias θ0. El bias es un sesgo estad́ıstico en el modelo y estima el error en los datos generado
por los instrumentos de medición, las caracteŕısticas inherentes en el sistema, entre otros.

La ecuación (2.67) puede ser reescrita en su forma vectorial, mostrada en (2.68):

ŷ = hθ(x) = θT · x (2.68)

siendo hθ(x) el producto punto de θT la traspuesta del vector de los parámetros del modelo (incluido
el sesgo estad́ıstico θ0) y x el vector de predictores.

La regresión lineal contiene los parámetros θ, los cuales son estimados de n observaciones o me-
diciones. Si se considera que no existe un error aleatorio en la variable independiente o predictor,
cualquier conjunto de observaciones podŕıa ser utilizado para obtener los valores de θ. Sin embargo,
la aleatoriedad en los datos genera distintos valores de θ con cada nuevo conjunto de mediciones. Por
lo tanto, un método de estimación se utiliza para combinar toda la información y obtener la mejor
solución con base en un criterio.

2.11.2 Estimación por Mı́nimos Cuadrados

La estimación por mı́nimos cuadrados utiliza el criterio, el cual dicta que la mejor solución es la
minimización de la suma de desviaciones al cuadrado de la variable independiente o predictor ŷ [46].
La ecuación (2.69) muestra la fórmula matemática de la estimación por mı́nimos cuadrados (Mean
Square Error, MSE):

MSE(X,h) =
1

N

N∑
i=1

(h(xi)− yi)2 (2.69)
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siendo m el número de datos utilizados para la estimación, xi es el vector que contiene los valores de
entrada y yi el valor estimado para esa conjunto de datos.

2.11.3 Función Costo

Para obtener la función costo por el método de mı́nimos cuadrados, se realiza la sustitución de la
ecuación (2.68) en (2.69).

MSE(θ) =
1

N

N∑
i=1

(θT · xi − yi)2 (2.70)

De esta manera, se obtiene la función costo para modelos lineales.

2.11.4 Ecuación Normal

Para obtener el parámetro θ̂ en la función costo se describe (2.71):

θ̂ = argmı́n {MSE(θ)} (2.71)

aqúı argmı́n indica el argumento a minimizar, es decir, el valor de θ que minimiza a MSE(θ), y como
(2.70) es cuadrático en θ, es posible determinar el valor mı́nimo si se derivada y se iguala a cero:

0 =
d

dθ
MSE(θ) =

2

N

N∑
t=i

xi[yi − xTi ] (2.72)

expandiendo los términos semejantes del producto en (2.72):

N∑
i=1

xi · xTi =

N∑
i=1

xi · yi (2.73)

para obtener los parámetros θ̂, se puede reescribir (2.73) como:

θ̂ =

[
N∑
i=1

xTi · xi
]−1 N∑

i=1

xTi · yi (2.74)

siendo θ̂ el valor de θ que minimiza la función costo. A la ecuación (2.74) se le denomina ecuación
normal.

2.11.5 Estimación No Lineal

En la implementación de métodos directos, cuando se tiene un modelo donde los parámetros tienen
una relación no lineal, es usual representarlos mediante la forma:

ŷ = θ0 + θ1x̃1 + θ2x̃2 + · · ·+ θnx̃n + ε (2.75)

si se compara con la ecuación (2.67), se encuentra una diferencia en las variables x̃n que multiplican
los parámetros; siendo x̃n un conjunto no lineal de funciones que pueden aproximarse a una función
lineal x̃n → xn y se considera una versión restringida del modelo [47]. Siendo una extensión natural de
modelos lineales, estas estimaciones son apropiadas para analizar posibles no linealidades en la relación
entre variables y exigen la implementación de algoritmos de optimización numérica.
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2.12 Métodos Iterativos

De acuerdo a [48], los métodos iterativos son procedimientos matemáticos que inician una suposición
para generar una secuencia de soluciones aproximadas, cuyo resultado se sustituye en la suposición y
se repite la secuencia. El objetivo de los métodos iterativos es lograr una convergencia; es decir, si al
repetir el método una n cantidad de veces, su resultado se aproxima o tiende a un valor espećıfico. Por
lo general, los métodos iterativos son utilizados en sistema no lineales cuando no es posible aproximar
su respuesta a una función lineal conocida; además, el uso de métodos iterativos en sistemas lineales
con múltiples variables es recurrente.

Los métodos iterativos convergen cuando la iteración inicial de parámetros θ se aproxima al vector
solución θ̂ [48]. En algunos métodos, la precisión de la iteración puede ser mejorada mediante técnicas
de optimización; es decir, un algoritmo que estima el conjunto de parámetros a partir de la minimización
de la función costo (2.71) como el descenso por gradiente, descenso por gradiente en lotes, Newton-
Raphson, entre otros. En las siguientes secciones se describen estos métodos con mayor detalle.

2.12.1 Descenso por Gradiente

Según [49], el método de descenso por gradiente (DG) es un algoritmo de optimización que permite
converger hacia el valor mı́nimo de una función mediante un proceso iterativo. La forma general para
implementar el método es calcular el gradiente de la función costo para cada parámetro θj mediante
la derivada parcial (matriz Hessiana), la cual nos da información sobre el valor y sentido en que
se encuentra el mı́nimo local más próximo; es decir, cuando se tienen sistemas no lineales pueden
existir múltiples valores para un parámetro que cumplan con la modelación del sistema. Existen varios
algoritmos de estimación basados en este método, en la siguientes secciones de detallan algunos métodos
como el descenso por gradiente en lotes (Batch), DG estocástico, entre otros.

2.12.2 Descenso por Gradiente en Lotes

Con base en [49], para implementar el método de descenso por gradiente en Lotes o Batch (DGB),
se calcula la derivada parcial de la función costo por mı́nimos cuadrados (2.70):

∂

∂(θj)
MSE(θ) =

2

N

N∑
i=1

(θT · xi − yi)(xi)j (2.76)

a su vez, es posible reescribir (2.76) en su forma matricial, la cual contiene todas las derivadas parciales
de la función costo:

∇θMSE(θ) =



∂
∂(θ0)

MSE(θ)

∂
∂(θ1)

MSE(θ)

· · ·

∂
∂(θn)

MSE(θ)


=

2

N
xT · (x · θ − y) (2.77)

A (2.77) se le denomina vector de gradiente de la función costo. Sin embargo, para iterar el método
hacia el valor mı́nimo es necesario extraer la magnitud de ∇θMSE(θ) del parámetro θ:

θ(k) = θ(k − 1)− η · ∇θMSE(θ) (2.78)
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donde η es un hiperparámetro que determina la distancia entre iteraciones denominado curva de
aprendizaje. Si η es muy pequeño, el algoritmo necesitará un gran número de iteraciones para converger,
y por lo tanto, tomará más tiempo en calcular el resultado. Por otro lado, si η es muy grande, es posible
que el algoritmo diverja a pesar de su corta cantidad de iteraciones.

2.12.3 Descenso por Gradiente Estocástico

En contraste con el DGB, el descenso por gradiente estocástico (DGE) itera el parámetro θ por
cada conjunto que se extrae de la totalidad de los datos [49]:

θ(k) = θ(k − 1)− η · ∇θMSE(θ(xi, yi)) (2.79)

esto genera que el DGE haga cálculos del parámetro con una cantidad reducida de datos y suele ser más
rápido que por el método Batch, además que puede ser utilizado en tiempo real mientras se generan
los datos. Sin embargo, el parámetro de θ durante el DGE tiene una varianza elevada que ocasiona una
fluctuación en los resultados. Se ha demostrado que si se considera una η pequeña, el DGE converge
de la misma manera que el Descenso por Gradiente Batch [50].

2.12.4 Newton-Raphson

De acuerdo a [48,51], se define al método Newton-Raphson como un algoritmo iterativo en términos
de la transición de una iteración actual xc a una nueva x+. Para ecuaciones que describen sistemas no
lineales, x+ es la ráız real R de un “modelo local lineal”de una función F ; es decir, es posible que una
función no lineal contenga múltiples valores de x que cumplen con la forma:

y = f(xc) + F ′(xc)(x+ +−xc) (2.80)

siendo F (xc) función que caracteriza el sistema cuando tiene una entrada xc y F ′(xc) la derivada de la
función F (xc). El método Newton estima x+ utilizando la ecuación (2.80) cuando y = 0; por lo tanto,
se despeja x+ siendo y = 0 y se obtiene la fórmula para la siguiente iteración:

x+ = xc −
F (xc)

F ′(xc)
(2.81)

la Figura 2.6 representa cómo la ecuación (2.81) obtiene la siguiente iteración de x+ hasta converger
al mı́nimo local. El método de Newton-Raphson se basa en la estimación de las ráıces o parámetros
desconocidos mediante el cálculo de ĺıneas tangentes trazadas en el punto y de xc; después, se obtiene
la intersección a x de esa linea tangencial (x+). Según [52], el método supone que esta estimación
x+ converge cuadráticamente de manera iterativa hacia las ráıces reales o parámetros de interés de la
función F .

2.13 Conclusión del Caṕıtulo

La modelación de sistemas es un conjunto de metodoloǵıas estructuradas cuyo objetivo es cuantificar
puntualmente las interacciones de un sistema a través de expresiones matemáticas descriptivas. Para
llevar a cabo una correcta modelación es fundamental considerar el conocimiento previo del problema
y los principios f́ısicos que gobiernan al sistema. Estas propiedades definen la estructura de las técnicas
utilizadas para la modelación y se clasifican en modelos estocásticos, determińısticos y de caja negra.

Debido a la naturaleza de los sistemas f́ısicos, es esencial implementar técnicas de resolución de
problemas inversos que distingan entre la dinámica del sistema de estudio, los errores generados por los
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x

y
F (x)

ĺınea tangente

xcx+

Figura 2.6: Obtención de x+ mediante el método Newton-Raphson.

componentes f́ısicos de medición, los generadores de señales, entre otros, y la estimación de parámetros
de interés que permitan construir el modelo que describa al sistema. Para esto, se consideran entradas
de excitación con caracteŕısticas conocidas para analizar la respuesta del sistema como la función
impulso, escalón, señales periódicas, entre otras. Además, se cuentan con métodos directos e iterativos
para la obtención y/o optimización de los parámetros de interés.

Es habitual que en la modelación se realicen inferencias en los fenómenos de estudio o variables de
interés, determinando algunas propiedades en los sistemas, en el siguiente caṕıtulo se abordan técnicas
de estad́ıstica inferencial que permiten cuantificar estas propiedades.

36



Caṕıtulo 3

Estad́ıstica Inferencial

En este caṕıtulo se define el proceso estad́ıstico inferencial, el cual se encuentra asociado con
la identificación de sistemas. Con la estad́ıstica inferencial se busca obtener las propiedades de una
población o variable aleatoria. Por lo anterior, se describen los estad́ısticos utilizados para determinar
cuantitativamente las propiedades de las variables de estudio: media, varianza, desviación estándar,
covarianza, correlación, función de distribución, entre otros. Además, se analiza la convergencia de
variables aleatorias a partir del teorema de ĺımite central y la ley de grandes números. Se detallan
las herramientas estad́ısticas utilizadas en la descripción de múltiples variables aleatorias mediante
su función de densidad de probabilidad, el análisis de la varianza y su implementación en modelos
estad́ısticos paramétricos y no paramétricos.

3.1 Proceso Estad́ıstico Inferencial

La estad́ıstica se define como la ciencia que se encarga de recolectar, organizar, analizar e interpretar
datos para tomar decisiones. Además, cuenta con dos grandes ramas: la estad́ıstica descriptiva y la
estad́ıstica inferencial [53]. La estad́ıstica descriptiva se centra en la organización, recapitulación y
representación de los datos. En contraste, la estad́ıstica inferencial utiliza técnicas de probabilidad
para analizar muestras de una población espećıfica, con la finalidad de realizar inferencias respecto a
sus caracteŕısticas [54].

La estad́ıstica inferencial está estrechamente relacionada con la probabilidad, la mineŕıa de datos
y el análisis de variables aleatorias. Estas áreas engloban teoremas que describen el comportamiento
de una sucesión de variables conforme aumenta su número de ensayos, por ejemplo la ley de grandes
números, teorema de ĺımite central, entre otros, los cuales se abordarán durante este caṕıtulo. Estos
teoremas prescriben condiciones suficientes para garantizar que dicho promedio converja al promedio
de las medias de las variables aleatorias involucradas.

El principal objetivo de la estad́ıstica inferencial es obtener información de las caracteŕısticas des-
conocidas de un sistema, basándose en muestras aleatorias. A la relación que existe entre los conjuntos
de muestras y los datos obtenidos se les denomina variables aleatorias.

Durante la investigación estad́ıstica, es habitual que el investigador no sea capaz de estudiar todos
los elementos individuales de una población, debido a las limitantes en el área de estudio, el tiempo o
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porque es costoso. Por lo tanto, es deseable recurrir a las técnicas estad́ısticas inferenciales para tomar
muestras aleatorias sobre un sistema o población de estudio y obtener información de su comporta-
miento. La Figura 3.1 muestra el diagrama del proceso en la estad́ıstica inferencial.

Información de
una población X

Obtener muestras aleato-
rias de una población X

Análisis: resumen es-
tad́ıstico, representaciones

gráficas, probabilidades

Deducción de caracteŕısti-
cas sobre población X

Figura 3.1: Diagrama de flujo de la estad́ıstica inferencial.

3.2 Variables Aleatorias

Al momento de modelar un fenómeno, se hace un análisis de los resultados obtenidos de muestras
aleatorias. Por tanto, de acuerdo a [55] una variable aleatoria es un valor numérico que corresponde al
resultado de un experimento aleatorio. Se dice que X es una variable aleatoria que asigna un número
real X(ω) a cualquier salida ω.

X ∈ R→ X(ω) : R (3.1)

Las variables aleatorias se clasifican en discretas y continuas:

Discreta: se dice que la variable aleatoria X es discreta si los números asignados a los resultados
o eventos son puntos aislados. Sus posibles valores constituyen un conjunto finito o infinito
numerable.

Continua: la variable aleatoria X es continua si los valores asignados pueden ser cualesquiera,
dentro de ciertos intervalos, si y solo si cumplen con (3.1).

En la estad́ıstica inferencial, existen modelos teóricos que describen la forma en que vaŕıan los
resultados de un experimento aleatorio y nos dan las probabilidades de todos los posibles resultados
que podŕıan obtenerse cuando se realiza un evento o experimento. Estos modelos se asocian a funciones
y contienen toda la información sobre la variable aleatoria.

Siendo X una variable aleatoria, la cual describe a la población de estudio y F la función de
distribución de X, existen dos posibilidades: X tiene una función de distribución de Fθ conocida,
por ejemplo cuadrática, exponencial, logaŕıtmica, entre otros, o X tiene una función de distribución
F desconocida. En el último caso, si se considera Θ como un conjunto de valores del parámetro
desconocido θ, la función del investigador es decidir los elementos tales que {Fθ, θ ∈ Θ} los cuales
representan la función de distribución de X.

La estad́ıstica inferencial está estrechamente relacionada con la probabilidad, la mineŕıa de datos y
el análisis de variables aleatorias [53]. Estas áreas engloban teoremas que describen el comportamiento
de una sucesión de variables conforme aumenta su número de ensayos. Estos teoremas prescriben
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condiciones suficientes para garantizar que dicho promedio converja al promedio de las medias de las
variables aleatorias involucradas.

Los estad́ısticos como la media, la varianza, la desviación estándar y el análisis de distribuciones
permiten el estudio de las variables aleatorias en un sistema de interés.

3.3 Media

Según [56], la media, expectativa o valor esperado, de una variable aleatoria X se representa como
E(x) y se define como la integral de la función de x con la forma:

E(x) =

∫
xdF (x) =

{∑
x xf(x), si X es discreta∫
xf(x)dx, si X es continua

(3.2)

si la suma (o la integral) está definida. Se dice que E(x) se encuentra definida si:∫
x

|x|dFX(x) <∞ (3.3)

de otra manera, la distribución no tiene una media definida.

A su vez, es posible escribir (3.2) como:

E(x) = EX =

∫
xdF (x) = µ = µX (3.4)

La media es un estad́ıstico que resume la distribución de la variable aleatoria, la cual determina la
localización o tendencia central de los datos. Si se tiene un gran número de muestras X1, · · · , Xn la
media se puede aproximar en la forma:

E(x) ≈
n∑
i=1

Xi

n
(3.5)

la cual es conocida como el teorema de los grandes números. Además, se puede deducir las siguientes
propiedades de la media: si X1, · · · , Xn son variables aleatorias y a1, · · · , an son constantes, entonces:

E

(∑
i

aiXi

)
=
∑
i

aiE(Xi) (3.6)

donde las constantes pueden extraerse del cálculo de la media. De la misma manera, el producto de
las medias de variables aleatorias independientes X1, · · · , Xn se define en (3.7).

E

[
n∏
i=1

Xi

]
=
∏
i=1

E(Xi) (3.7)

3.4 Varianza y Desviación Estándar

Aún cuando la media es útil, no comunica toda la información acerca de una muestra de datos.
De acuerdo a [56] la variabilidad o propagación de los datos puede describirse con la varianza. Si se
tiene que X es un variable aleatoria con media µ. La varianza de X se desgina con: σ2, σ2

X o Var(x)
asumiendo que la media existe. Y se determina en (3.8).

σ2 = Var(X) = E(X − µ)2 =

∫
(x− µ)2dF (x) (3.8)

La varianza cuenta con las siguientes propiedades:
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1. Es posible calcular la varianza mediante la forma:

Var(X) = E(X2)− µ2 (3.9)

2. Siendo X y Y variables aleatorias tales que Y = aX + b, considerando a y b como constantes,
entonces:

Var(aX + b) = a2Var(X) (3.10)

3. Si X1, · · · , Xn son independientes y a1, · · · , an son constantes, entonces:

Var

(
n∑
i=1

aiXi

)
=

n∑
i=1

a2iVar(Xi) (3.11)

Si se tiene que X1, · · · , Xn son variables aleatorias, la media muestral se define como:

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi (3.12)

de la misma manera, la varianza muestral tiene la forma:

S2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2 (3.13)

siendo X1, · · · , Xn variables aleatorias independientes, la varianza y media muestral cuenta con las
propiedades:

1. La expectativa muestral del conjunto de variables aleatorias tiene la forma:

E(Xn) = µ (3.14)

2. La varianza muestral se encuentra definida como:

Var(Xn) = σ2/n (3.15)

3. La expectativa de la varianza muestral es:

E(S2
n) = σ2 (3.16)

Por otro lado, la desviación estándar posee la propiedad de medir la variabilidad en las unidades
originales de la variable de interés X y se expresa como la ráız de (3.8):

σ =
√

Var(X) =
√
E(X − µ)2 (3.17)

Nótese que en la varianza y en la desviación estándar, entre mayor sea la propagación en los datos,
mayor será la magnitud absoluta de las desviaciones X − µ. Sin embargo, X − µ resulta en cero y
es necesario usar una medida de variabilidad que cambie las desviaciones negativas a cantidades no
negativas; por lo tanto, elevar al cuadrado las desviaciones es el enfoque utilizado.
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3.5 Covarianza y Correlación

Según [56], la varianza y la desviación estándar son indicadores que cuantifican la dispersión de
una variable de estudio; no obstante, si se busca la variación producida por dos variables aleatorias
que vaŕıan de forma conjunta se hace uso de la covarianza y la correlación.

Si X y Y son variables aleatorias, entonces la covarianza y la correlación entre X y Y miden la
relación lineal entre X y Y . Siendo µX la media y σX la desviación estándar de la variable aleatoria
X; de la misma forma, siendo µY la media y σY la desviación estándar de la variable aleatoria Y , la
covarianza entre X y Y se define:

Cov(X,Y ) = E [(X − µX)(Y − µY )] (3.18)

por otro lado, la correlación tiene la forma:

ρ = ρX,Y = ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )

σXσY
(3.19)

en términos de la media, la covarianza satisface la igualdad (3.20):

Cov(X,Y ) = E(XY ) = E(X)E(Y ) (3.20)

de la misma manera, la correlación cumple con el intervalo cerrado definido en (3.21).

−1 ≤ ρ(X,Y ) ≤ 1 (3.21)

Si se tiene Y = aX + b para las constantes a y b, la correlación cumplirá las siguientes condiciones:

ρ(X,Y )


1, a > 0

−1, a < 0

0, las variables aleatorias X y Y son independientes

(3.22)

En términos de la covarianza, es posible obtener la varianza de dos variables aleatorias X y Y mediante
su adición y sustracción expresadas en las ecuaciones (3.23) y (3.24):

Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) + 2Cov(X,Y ) (3.23)

Var(X − Y ) = Var(X) + Var(Y )− 2Cov(X,Y ) (3.24)

En términos generales, si se consideran las variables aleatorias X1, · · · , Xn y las constantes a1, · · · , an
es posible escribir:

Var

(
n∑
i=1

aiXi

)
=

n∑
i=1

a2iVar(Xi) + 2

n∑
i=0

n∑
j=0

aiajCov(Xi, Xj) (3.25)

si, y solo śı i < j.

3.6 Funciones de Distribución

La función de distribución describe el comportamiento de una variable aleatoria X asociada a un
experimento aleatorio y se define como F o FX . Existen diversos modelos de funciones de distribución
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Tabla 3.1: Media y varianza de funciones de distribución.

Distribución Media Varianza

Impulso en a a 0
Bernoulli(p) p p(1− p)

Uniforme(a, b) (a+ b)/2 (b− a)2/12
Normal(µ, σ2) µ σ2

Multivariable Normal(µ,Σ) µ Σ

recurrentes, en la Tabla 3.1 se muestran los resúmenes estad́ısticos de media y varianza de los más
importantes 1.

De entre las funciones de distribución, en las siguientes secciones se analizan las dos más relevantes
para esta investigación: la distribución multivariable, considerada para análisis de modelos con múlti-
ples parámetros que afectan un fenómeno y la distribución normal, debido por su importancia en la
ley de grandes números y el teorema de ĺımite central.

3.6.1 Distribución Multivariable

Cuando se realiza un análisis inferencial en modelos, es usual recurrir a distribuciones multivariable
por la gran cantidad de factores que afectan a un sistema, se considera entonces que existe un vector
de variables aleatorias X:

X =

X1

...
Xk

 (3.26)

con un vector de medias definido como:

µ =

µ1

...
µk

 =

E(X1)
...

E(Xk)

 (3.27)

y la matriz de varianza-covarianza Σ se compone de los elementos mostrados en (3.28).

Var(X) =


Var(X1) Cov(X1, X2) · · · Cov(X1, Xk)

Cov(X2, X1) Var(X2) · · · Cov(X2, Xk)
...

...
. . .

...
Cov(Xk, X1) Cov(Xk, X2) · · · Var(Xk)

 (3.28)

Si se busca calcular las medias y las varianzas de combinaciones lineales de vectores multivariable,
siendo X y a vectores de variables aleatorias con media µ y varianza Σ se tiene que:

E(aTX) = aTµ

Var(aTX) = aTΣa
(3.29)

o una matriz A:
E(AX) = ATµ

Var(AX) = AΣAT
(3.30)

1Para obtener información completa sobre más funciones de distribución, consulte [56].
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3.6.2 Distribución Normal

Si se genera un número grande n de muestras de una secuencia aleatoria n→∞, entonces la función
de distribución de cualquier variable aleatoria X se aproxima a una distribución normal o Gaussiana
con la forma:

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

1
2σ2

(x−µ)2 , x ∈ R (3.31)

donde µ ∈ R y σ > 0 de acuerdo a Tabla 3.1. La notación más utilizada para referirse a una distribución
normal es N(µ, σ2) y se denota en función de sus parámetros: la media µ y la varianza σ2 . La Figura 3.2
muestra cómo los estad́ısticos afectan la graficación de las funciones con distribución normal.

µ = 5 µ = 25

σ2 = 1

σ2 = 2

σ2 = 1

Figura 3.2: Funciones con distribución normal para valores espećıficos de µ y σ.

Algunas propiedades de la distribución normal incluyen:

1. Simetŕıa con eje central en su media µ.

2. Los valores que se repiten con mayor frecuencia en la distribución se encuentran cercanos a la
media.

3. Los puntos de inflexión de la curva se encuentran en: x = µ± σ.

4. Si una variable aleatoria X tiene una distribución normal X ∼ N(µ, σ2) y a, b ∈ R son valores
reales, entonces se cumple que:

aX ∼∼∼ N(aµ± b, a2 · σ2) (3.32)

es decir, la multiplicación de una magnitud a una variable aleatoria con distribución normal X
implica una multiplicación proporcional en la desviación estándar y en la media; de la misma
manera, la adición y/o sustracción de una magnitud a una variable aleatoria con distribución
normal X sugiere un desplazamiento o adición del valor de la media.

5. Siendo X ∼ N(µX , σ
2
X) y Y ∼ N(µY , σ

2
Y ) variables aleatorias independientes, la adición y sus-

tracción de dos variables aleatorias independientes con distribución normal tendrá como resultado
una variable con una distribución normal con los estad́ısticos:

X ± Y ∼ N(µX ± µY , σ2
X + σ2

Y ) (3.33)
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Como es posible tener una infinidad de parámetros con distribuciones normales distintas, determi-
nadas por una media y desviación estándar espećıfica N(µ, σ), es posible estandarizar o normalizar cada
una de las distribuciones a una distribución normalizada N(0, 1). Esto permite un análisis estándar
de distintas distribuciones normales, en la siguiente sección se describe el procedimiento para calcular
esta estandarización.

3.6.3 Estandarización de la Distribución Normal

Es posible relacionar cualquier variable aleatoria con una distribución normal con la distribución
normal estándar. Si se tiene que X ∼ N(µ, σ2), entonces:

Z =
X − µ
σ

(3.34)

siendo Z una variable aleatoria normal estándar Z ∼ N(0, 1). A la transformación de cualquier va-
riable con una distribución X ∼ N(µ, σ2) en una distribución N(0, 1) se le denomina normalización,
estandarización o tipificación de la variable X. La variable aleatoria Z representa la distancia de X de
su media en términos de desviaciones estándar. Es el paso clave para calcular una probabilidad con
una variable aleatoria normal arbitraria.

La distribución normal juega un importante rol en la probabilidad y la estad́ıstica, ya que si se
tiene un gran número de muestras obtenidas de un sistema con una distribución F desconocida, es
posible aproximar su distribución a una normal mediante la convergencia de variables aleatorias.

3.7 Convergencia de Variables Aleatorias

El aspecto más importante de la teoŕıa de probabilidad se centra en el comportamiento de las
secuencias de variables aleatorias. A esta área de la probabilidad se le denomina teoŕıa de muestras
grandes, teoŕıa de ĺımite central o teoŕıa asintótica, y se encarga del estudio del comportamiento de n
variables aleatorias Xn cuando n→∞.

En cálculo, se establece que una secuencia de números reales xn converge al ĺımite x si, por cada
ε > 0, |xn − x| < ε para un gran número de n. Además, suponga que xn = x para toda n, entonces la
convergencia se puede escribir como:

ĺım
n→∞

xn = x (3.35)

En contraste, desde el enfoque estad́ıstico y probabiĺıstico se supone entonces que X1, X2, · · · , Xn es
una secuencia de variables aleatorias independientes, y cada una tiene una distribución N(0, 1). Ya
que todas tienen la misma distribución, se puede llegar a implicar que Xn converge a X ∼ N(0, 1)
pero se tiene que la probabilidad P (Xn = X) = 0 para toda n. Por lo tanto, es necesario desarrollar
herramientas que permitan la convergencia. Para esto, se desarrollan dos proposiciones previamente
demostradas :

1. La ley de grandes números. Establece que el promedio muestral (3.12) converge en la probabilidad
de la expectativa (3.4). Esto significa que Xn tiene una alta probabilidad en µ.

2. El teorema de ĺımite central. Este teorema dicta que
√
n(Xn−µ) converge en distribución a una

distribución Normal o gaussiana. Esto significa que una muestra con una gran cantidad de datos
n se aproxima a una distribución Normal o Gaussiana.

Debido a la importancia de estas afirmaciones en la teoŕıa de variables aleatorias, en las siguientes
secciones se demuestran estos teoremas y se resalta la importancia en el estudio de las distribuciones
normales.
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3.7.1 Ley de Grandes Números

La ley de los grandes números establece que la media de una muestra grande es cercana a la
media de la distribución. Siendo X1, X2, · · · una muestra de variables independientes e idénticamente
distribuidas, la ley de los grandes número define:

Xn → µ (3.36)

la distribución de la media muestral se vuelve más concentrada alrededor de µ entre más grande se
vuelve n. Bajo condiciones generales, la media de n variables aleatorias X1, X2, · · · , Xn se aproxima a
la media de las n medias µ1, µ2, · · · , µn:

X1 +X2 + · · ·+Xn

n
→ µ1 + µ2 + · · ·+ µn

n
(3.37)

por lo que, si todas las variables tienen la misma media µ, entonces la media aritmética de todas
la variables se aproxima al mismo valor. La ley de los grandes números generaliza este resultado a
experimentos donde no necesariamente repetimos siempre la misma prueba; es decir, Xn → Xn.

3.7.2 Teorema de Ĺımite Central

Suponga que X1, · · · , Xn son variables independientes e idénticamente distribuidas con media µ
y varianza σ2. El teorema de ĺımite central (TLC) establece que (3.12) tiene una distribución que se
puede aproximar a la Normal con media µ y varianca σ2/n:

Zn =
Xn − µ√
Var(Xn)

=

√
n(Xn − µ)

σ
→ Z (3.38)

donde Z ∼ N(0, 1) y puede ser escrito como:

ĺım
n→∞

P (Zn ≤ z) = Φ(z) =

∫ z

−∞

1√
2π
e−x

2/2dx (3.39)

De manera complementaria a la convergencia de variables aleatorias, es posible describir las funcio-
nes con distribuciones normales mediante funciones de densidad de probabilidad, las cuales cuantifican
la probabilidad que tiene un valor de caer en un intervalo de la función. En la siguiente sección se
describe esta herramienta estad́ıstica.

3.8 Función de Densidad de Probabilidad

En la investigación estad́ıstica [43, 57, 58] es frecuente el uso de las funciones de densidad para
describir sistemas, entre ellas la Función de Densidad de Probabilidad (FDP) p(x) describe la distri-
bución de probabilidad de una variable aleatoria x. Es decir, la FDP calcula el área que representa la
probabilidad de que x asuma un valor entre un intervalo definido.

En la Figura 3.3 se muestra la FDP de una función con distribución normal; es decir, la probabilidad

de que la variable aleatoria x esté entre a y b se determina como la integral de
∫ b
a
p(x)dx.

Por otro lado, en la Figura 3.4 se muestra la FDP de una distribución normal con sus probabili-
dades asociadas. En la imagen se muestran intervalos equidistantes con una desviación estándar σ de
separación, en cada intervalo se observan las probabilidades que tiene un valor de caer en ese segmento.
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a b

∫ b
a
p(x)dx

Figura 3.3: FDP de una distribución normal.

3µ µ− 2σ µ− σ µ µ+ σ µ+ 2σµ+ 3σ

2.5 %

13 %

34 % 34 %

13 %

2.5 %

Figura 3.4: Probabilidades asociadas a una distribución normal [59].

De acuerdo a [59], para cualquier variable aleatoria con distribución normal se tienen las siguientes
probabilidades:

P (µ− σ < x < µ+ σ) = 0.6827

P (µ− 2σ < x < µ+ 2σ) = 0.9545

P (µ− 3σ < x < µ+ 3σ) = 0.9973

(3.40)

es decir, la probabilidad de un valor de estar en el intervalo [µ−σ, µ+σ] es de un 68 % aproximadamente;
de la misma manera, la probabilidad de un valor en el rango [µ − 2σ, µ + 2σ] es de 95 %, y aśı
subsecuentemente.

Por la simetŕıa de la distribución normal, se puede deducir que P (x > µ) = P (x < µ) = 0.5
con un eje central en la media. Sin embargo, la FDP decrece conforme x se aparta más de µ. Por
consiguiente, la probabilidad de que una medición esté lejos de µ es pequeña y a µ±3σ la probabilidad
de un intervalo puede aproximarse a cero. El área bajo la función de densidad de probabilidad normal
después de 3σ de la media es muy pequeña, este hecho resulta conveniente para gráficas aproximadas
a una distribución normal. Debido a que más de 0.9973 de la probabilidad de una distribución normal
está dentro del intervalo (µ−3σ, µ+3σ); es usual referirse a 6σ como el ancho total de una distribución
normal.

Como se observa en la Figura 3.5, un histograma puede aproximarse a una FDP. Para cada intervalo
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del histograma, el área del rectángulo es igual a la frecuencia relativa (proporción) de las mediciones
en el intervalo. La frecuencia relativa es una estimación de la probabilidad de que una medición esté
en el intervalo.

µ

Figura 3.5: Histograma aproximado a una distribución normal.

3.9 Análisis de la Varianza

Esta herramienta cuantitativa y anaĺıtica es utilizada en la estad́ıstica paramétrica para comparar
los estad́ısticos de dos o más grupos o variables aleatorias en una población [55]. Cuando se compara la
media de tres grupos o variables aleatorias X1, X2 y X3, otras herramientas de análisis implementan
tres pruebas de dos pares distintos de grupos, por ejemplo X1 contra X2, X1 contra X3 y X2 contra X3.
Sin embargo, si las comparaciones se repiten n veces en un experimento, existirá un error incremental
inherente de la prueba en proporción con n [60]. Para esto, el método más apropiado si se busca
comparar los estad́ısticos de dos o más grupos, es el análisis de la varianza (Analysis of Variance,
ANOVA) en una v́ıa o de un factor.

La principal caracteŕıstica del método ANOVA es la comparación de las varianzas, ya que la ubica-
ción relativa de la media de distintos grupos puede inferirse mediante la varianza entre ellos, en lugar
de compararlo con la media de cada grupo.

La Figura 3.6 muestra dos casos comparativos donde tres grupos o variables aleatorias tienen una
“varianza entre grupos” muy similar entre ellos; es decir, la media de los tres grupos tiene la misma
distancia. Cuando la varianza entre los grupos es la misma, pero la varianza de cada variable aleatoria
es grande, existe una mayor transposición de los datos a diferencia de cuando la varianza de cada
variable aleatoria es pequeña, tal como se observa en la figura Figura 3.6. El radio de relación entre
las “varianza entre grupos.es el principal interés en el ANOVA.

Si se tiene un conjunto de k variables aleatorias {X1, X2, · · · , Xk} éstas representan las k muestras
aleatorias de tamaño n1, n2, · · · , nk respectivamente, siendo Xij el j-ésimo valor obtenido de la muestra
en el i-ésimo conjunto de muestra de la población, se tiene que el ANOVA descompone los valores de
las muestras Xij en tres componentes:

Xij = µ̄n + (µ̄i − µ̄n) + (Xij − µ̄i) (3.41)

siendo µn la media total de la muestra, µ̄i la media correspondiente al i-ésimo conjunto de muestras,
(µ̄i − µ̄n) la desviación estándar de la i-ésima muestra y (Xij − µ̄i) la desviación del elemento indi-
vidual de la muestra con respecto a la media de la muestra al que pertenece. Con la descomposición
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0 2 4

(a) Varianza pequeña entre grupos.

0 4 8

(b) Varianza grande entre grupos.

Figura 3.6: Distribuciones con la misma “varianza entre grupos”.

establecida en (3.41), se considera el conjunto de sumatorias de desviaciones cuadráticas, definidas en
las ecuaciones (3.42) a (3.44):

BSS :=

k∑
i=1

ni∑
j=1

(µ̄i − µ̄j)2 =

k∑
i=1

ni(µ̄i − µ̄n)2 (3.42)

RSS :=

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Xij − µ̄i)2 (3.43)

TSS :=

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Xij − µ̄n)2 (3.44)

A partir de las ecuaciones (3.42) a (3.44) se obtiene la varianza total de las muestras:

S2
total :=

1

n− 1

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Xij − µ̄n)2 =
TSS

n− 1
(3.45)

la varianza entre las medias de las muestras:

S2
between :=

1

k − 1

k∑
i=1

ni(µ̄i − µ̄n)2 =
BSS

k − 1
(3.46)

y la varianza en las muestras:

S2
within :=

1

n− k
k∑
i=1

ni∑
j=1

(Xij − µ̄i)2 =
RSS

n− k (3.47)

El objetivo del procedimiento ANOVA es comprobar las hipótesis establecidas mediante la ecuación
(3.48) con los casos: {

H0 : µ1 = µ2 = · · · = µk = µ0

H1 : µi 6= µ0 para al menos una i = 1, · · · , k (3.48)
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donde H0 se denomina hipótesis nula y establece que todas las medias de los grupos o conjunto de
muestras son iguales entre śı, mientras que H1 indica que alguna media de un grupo o conjunto de
muestras es distinta a las demás. El ANOVA corrobora las hipótesis si se reescribe (3.48) como:H0 :

S2
between

S2
within

≤ 1

H1 :
S2
between

S2
within

> 1
(3.49)

finalmente, como prueba estad́ıstica del ANOVA se puede determinar la proporción de la varianza:

tn,k =
S2
between

S2
within

(3.50)

expresando la magnitud de la variación entre las muestras en múltiplos de la varianza en cada muestra.
Es posible realizar la prueba de hipótesis con base en la distribución f o distribución Fisher-Snedecor
con k − 1 y N − t grados de libertad, y aśı conocer la probabilidad de obtener valores iguales o más
extremos que los observados. Por lo tanto, la hipótesis nula H0 se rechaza śı, y solo si:

tn,k > fk−1,n−k (3.51)

Por lo tanto, realizar un ANOVA de un conjunto de variables aleatorias con una distribución
normal permite establecer la relación entre distintos parámetros. A partir de esto, es posible establecer
un modelo con fundamentos estad́ısticos basado en inferencias. En esta investigación se desarrolla un
modelo basado en estas caracteŕısticas; por ende, en la siguiente sección se establece el concepto de
modelo estad́ıstico paramétrico y se describe su estructura.

3.10 Modelos Estad́ıstico Paramétrico

Un modelo estad́ıstico F(µ,σ) es un conjunto de distribuciones, densidades o funciones de regresión.
Con lo anterior, un modelo paramétrico es un conjunto F(µ,σ) que puede ser determinado por un
número finito de parámetros. Por ejemplo, si se asume que los datos tienen una distribución normal,
entonces el modelo es:

F(µ,σ) = f(x;µ, σ) =
1

σ
√

2π
e−

1
2σ2

(x−µ)2 , µ ∈ R, σ > 0 (3.52)

La (3.52) es un modelo de dos parámetros, donde su densidad se define como f(x;µ, σ) para denotar
que x es un valor de la variable aleatoria; mientras que µ y σ son sus parámetros. Para generalizarlo,
un modelo paramétrico tiene la estructura definida como:

Fθ = f(x; θ) : θ ∈ Θ (3.53)

donde θ es un parámetro desconocido (o un vector de parámetros) con valores en el espacio de paráme-
tros Θ.

3.11 Conclusión del Caṕıtulo

La estad́ıstica inferencial permite definir propiedades y caracteŕısticas de una variable de interés
mediante el análisis de sus estad́ısticos. Para caracterizar las muestras obtenidas de un sistema, se hace
uso del análisis de variables aleatorias y sus modelos teóricos; los cuales describen el comportamiento
de una muestra de datos. De acuerdo a la ley de grandes números y el teorema de ĺımite central, si se
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tiene un gran número de muestras n → ∞, es posible aproximar la distribución de cualquier variable
aleatoria en una distribución normal. Esta distribución cuenta con estad́ısticos (media y varianza) que
calculan la probabilidad que tiene la variable desconocida de caer en un valor espećıfico. Al mismo
tiempo, la distribución normal es utilizada en técnicas de comparación entre múltiples variables alea-
torias mediante el análisis de la varianza (ANOVA) y para la implementación de modelos estad́ısticos
paramétricos y no paramétricos.

En el siguiente caṕıtulo se describen los fundamentos de los materiales utilizados en las reacciones
sólido-gas, ya que conociendo el sistema f́ısico y los fenómenos que rigen al sistema de estudio, es
posible relacionar y cuantificar las variables de interés implementando las técnicas de modelación de
sistemas y estad́ıstica inferencial.
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Caṕıtulo 4

Fundamentos de los Materiales

Este caṕıtulo se centra en el estudio de las propiedades de los materiales utilizados en la metalurgia
y siderurgia, donde se detallan las propiedades mecánicas y fenómenos térmicos más importantes en
esta investigación de los materiales en reacciones sólido-gas. Después, se hace un análisis de las mi-
croestructuras más importantes en el hierro y el acero durante la exposición a tratamientos térmicos
controlados. Partiendo de lo anterior, se detalla el fenómeno de decarburización durante los trata-
mientos térmicos en los aceros al carbono y sus mecanismos de reacción. Finalmente, se explica la
metodoloǵıa para llevar a cabo un análisis metalográfico.

De acuerdo a [61], en las siguientes secciones se describen las propiedades mecánicas, térmicas
y eléctricas utilizadas para describir los productos obtenidos de la mezcla de reacciones sólido-gas.
Estos conceptos son frecuentemente mencionados en el estudio de los materiales en la siderurgia y su
exposición a distintos gases.

4.1 Densidad de Masa

La densidad de masa, denominado generalmente como densidad, es una cualidad f́ısica de un mate-
rial el cual no vaŕıa con las dimensiones del sistema. Se denota por ρ y tiene una relación proporcional
con la masa del material m e inversamente proporcional al volumen total V :

ρ =
m

V
(4.1)

siendo las unidades de la masa en kg y del volumen en m3. En general, la densidad cambia con respecto
a la presión o la temperatura. Un incremento en la presión genera un aumento de la densidad de un
material; por el contrario, un incremento en la temperatura conlleva una disminución de la densidad. La
compresibilidad de un ĺıquido o sólido es 10× 10−6 bar, siendo 1bar = 0.1MPa; a su vez, la expansión
térmica se considera de 10× 10−5 K−1. Esto implica que se necesitaŕıan 10× 103 bar para reducir en
1 % el volumen de un material. En contraste, la densidad en los gases tiene una afectación grande por
la presión. La densidad de un gas ideal tiene la forma:

ρ =
MP

RT
(4.2)
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siendo M la masa molar, P la presión, T la temperatura termodinámica absoluta y, según [62], la
constante universal de los gases es:

R = 8.314471± 14× 10−6 Jmol−1K−1 (4.3)

esto implicaŕıa que la densidad de un gas ideal; es decir, un gas teórico cuyo conjunto de part́ıculas no
interactúan entre śı, aumenta en proporción a su presión e inversamente proporcional a la temperatura.

4.2 Densidad de Mezcla

Si se considera una mezcla entre dos materiales A y B, la masa total de la mezcla entre ellos se
define como:

M = mA +mB (4.4)

si se toma en consideración el volumen ocupado por espacios vaćıos Vvacio o porosidad del material, el
volumen total de la mezcla tiene la forma:

V = VA + VB + Vvacio (4.5)

por lo tanto, la densidad de los materiales mezclados ρT se encuentra dada por la ecuación:

ρT =

N∑
i=1

Mi

Vi
=

mA +mB

VA + VB + Vvacio
(4.6)

además, si se considera la fracción de masa (ωA, ωB) como un estad́ıstico que expresa la concentración
de soluciones y las densidades de masa (ρA, ρB) de dos materiales, se tiene:

ωA =
mA

mA +mB

ωB =
mB

mA +mB

(4.7)

siendo la sumatoria de las fracciones de masa igual a 1:

ωtotal =

N∑
i=1

mi = 1 (4.8)

sustituyendo las fracciones de masa (ωA, ωB) de las ecuaciones (4.7) en (4.6), se obtiene la densidad
de mezcla entre los materiales A y B:

ρAB =

[
wA
ρA

+
wBA

ρBA
+

Vvacio
mA +mB

]−1
(4.9)

donde ρA = mA/VA y ρB = mB/VB son las densidades de los materiales A y B respectivamente.

Los conceptos de densidad y densidad de mezcla son relevantes para el análisis de los procesos
siderúrgicos, debido a que las aleaciones metálicas interactúan con los gases de la atmósfera y gene-
ran productos, los cuales son parte del estudio de esta investigación. De la misma manera, cuando
los materiales sufren alteraciones en su estructura, debido a cambios en temperatura y/o presión,
sus propiedades f́ısicas como el estrés, tensión, dureza, tenacidad, entre otros, se alteran de manera
significativa. En las siguientes secciones se detallan estos conceptos y se describen matemáticamente.
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4.3 Estrés y Presión

De acuerdo a [61], cuando un material se expone a una fuerza externa, éste cede ante esa fuerza y
se desplaza, o se llevan a cabo fuerzas internas que se oponen a la fuerza aplicada en el exterior. Los
materiales sólidos generalmente actúan como resortes cuando se estiran o se contraen. A la propiedad
de un material sometido a fuerzas externas que tienen a expandirlo se denomina tensión, mientras que
si la fuerza externa tiende a contraerlo se le llama compresión. El esfuerzo o presión consiste en la
aplicación de una fuerza en una unidad de área:

σ =
F

A0
(4.10)

siendo σ el esfuerzo compresivo, F la fuerza externa aplicada al material y A0 el área donde se aplica
la fuerza.

4.4 Tensión

Según [63], la propiedad de tensión superficial es una propiedad termo-f́ısica importante para el
desarrollo de procesos de calentamiento. Cuando un material se expone a una fuerza en un sólo eje,
sufre de un cambio en el largo ∆L = L−L0, siendo L0 el largo del material previo a la fuerza aplicada.
Con base en [61], a este cambio se le denomina tensión lineal εL y tiene la forma:

εL =
∆L

L0
(4.11)

y puede ser aplicado para los otros ejes:

εx =
∆x

x
⇐⇒ εy =

∆y

y
⇐⇒ εz =

∆z

z
(4.12)

debido a que la tensión es una propiedad adimensional, es recurrente expresarla como un porcentaje.
Además, si se toma en cuenta que el área inicial A0 cambia conforme aumenta la tensión sobre el
material, se tiene la relación:

e = ln

(
A

A0

)
= ln

(
L

L0

)
(4.13)

donde A es el área actual con una fuerza aplicada F . A la ecuación (4.13) se le conoce como la tensión
real o tensión natural.

4.5 Dureza

De acuerdo a [61], la dureza es otra propiedad f́ısica que mide la habilidad de deformación de un
material. Existen diversas pruebas para medir la dureza, estos métodos se basan en la medición de
resistencia cuando se le aplica un esfuerzo cortante al material de estudio. Si se le aplica una fuerza F
conocida con un radio espećıfico, es posible determinar emṕıricamente la dureza de cualquier material.

Generalmente, el término de dureza suele referirse al grado de resistencia que posee una aleación
metálica al ser rayado o penetrado por otro material [64]. Para poder medir la dureza, con base en
la norma ASTM E10-151 se aplica la prueba de dureza Brinell, el cual utiliza una máquina verificada
que aplica una fuerza de diámetro D a la superficie del material de estudio. Esta fuerza genera una

1Para mayor información sobre las especificaciones estándar de la norma, consulte [65]
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identación al material de diámetro d. A partir de estos datos, es posible determinar el número de
dureza Brinell (Hardness Brinell Number, HBN) con la forma:

HBN =
Fuerza de prueba

Área de identación
=

2Fkgf

πD
(
D −

√
D2 − d2

) (4.14)

donde Fkgf es la fuerza de prueba aplicada sobre el material, definido por la ecuación:

Fkgf = F/gn (4.15)

siendo gn = 9.8066 kf/N la aceleración de la gravedad y F la fuerza aplicada por la máquina de dureza
Brinell. De acuerdo a [66], los aceros al carbono tienen una dureza de 130HBN , el latón suave de
60HBN , el acero cincelado 235HBN , entre otros materiales.

4.6 Tenacidad

Según [61], la tenacidad de un material es la capacidad de absorber o acumular enerǵıa antes de
alcanzar la deformación en condiciones de impacto. Se mide por el módulo de tenacidad UT que es la
cantidad de trabajo almacenada por unidad de volumen sin causar una ruptura. Al punto de esfuerzo
requerido para iniciar dislocaciones en el material se le denomina fractura de tenacidad Klc y se expresa
en MPa. La fractura de tenacidad tiene la forma:

Klc = σY
√
πa (4.16)

donde σ es la tensión normal del material, a es la dimensión de la ruptura y Y es un factor adimensional
que depende de diversos factores:

Geometŕıa de la ruptura.

Anisotroṕıa del espécimen; es decir, elasticidad, temperatura, conductividad inherentes del ma-
terial.

Configuración de carga: tensión, compresión o curvatura.

Proporción del largo de la ruptura en comparación con el ancho del espécimen.

4.7 Ductilidad

La ductilidad es una propiedad que presentan ciertos materiales, como los metales y sus aleaciones,
la cual describe la cantidad de deformación plástica ante una fuerza conocida F , previo a la ruptura.
La ductilidad de un material se mide de forma indirecta a través de la resilencia. La resilencia es la
cantidad de enerǵıa de deformación que puede ser recuperada de un cuerpo deformado cuando deja
de exponerse a la fuerza que ocasiona su deformación. Es equiparable con el trabajo externo aplicado
sobre un material hasta su ĺımite elástico y se cuantifica por la ecuación:

Uγ =
σyε

2
(4.17)

donde σy es la tensión máxima que puede soportar un material sin sufrir deformaciones permanentes
y ε es la deformación correspondiente a la tensión aplicada.
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4.8 Capacidad Molar y Capacidad Calórica

Con base en [61], la capacidad calórica es una propiedad térmica que determina la cantidad de
enerǵıa o calor necesario para elevar la temperatura del material por 1K:

∆Q = C∆T (4.18)

siendo C la capacidad calórica molar expresada en J/mol y se define como el calor requerido para
elevar la temperatura de una cantidad dada de material en moles por 1K. La capacidad calórica molar
puede modelarse a volumen constante (enerǵıa molar interna):

∆QV = ∆U = nCV ∆T (4.19)

o a presión constante (entalṕıa molar):

∆QP = ∆H = nCP∆T (4.20)

en contraste, la capacidad calórica espećıfica se representa con cV para volumen constante:

∆u = mcV ∆T (4.21)

y cP para presión constante:
∆h = mcP∆T (4.22)

además, la relación que existe entre la capacidad molar y el calor espećıfico se denota por la forma:

C(P,V ) = Mc(P,V ) (4.23)

por lo general, la capacidad molar y de calor espećıfico vaŕıan con la temperatura. La capacidad molar
calórica se expresa como:

CP (T ) = Ak +BkT + Ck/T
2 (4.24)

y la capacidad calórica espećıfica:

cP (T ) = ak + bkT + ck/T
2 (4.25)

siendo ak, bk y ck (Ak, Bk y Ck) coeficientes molares emṕıricos determinados experimentalmente para
cada material. La capacidad molar y de calor espećıfico en mezclas pueden ser descritas por el promedio
ponderado de las capacidades molares y de calor espećıfico de cada componente:

CP =
∑
k

xkCPk

cP =
∑
k

wkcPk
(4.26)

es importante resaltar que la capacidad molar de los sólidos, en especial de los metales, puede ser
aproximada utilizando la regla emṕırica de Dulong-Petit, la cual se basa en experimentación y deter-
mina que la capacidad molar calórica es aproximadamente tres veces mayor a la constante de los gases
ideales (4.3) :

CP ≈ 3R (4.27)

Es frecuente complementar el análisis del calor espećıfico y la capacidad calórica con el estudio de
las propiedades termodinámicas de los materiales utilizados en la siderurgia, ya que las estructuras
microscópicas sufren transformaciones en función del calor que se les aplica. Además, existen diversas
modalidades en la transferencia de calor, y se dividen de acuerdo a las caracteŕısticas intŕınsecas de
los materiales involucrados. En la siguiente sección se describen estos procesos térmicos.
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4.9 Transferencia de Calor

Las propiedades térmicas de los materiales describen el proceso de la transferencia de calor cuando
se someten a un diferencial de temperatura. En este proceso se pueden diferenciar tres modalidades.

Conducción o difusión térmica: es un proceso de transferencia calórico que ocurre a través de un
medio; por ejemplo, plasma, gas, ĺıquido, entre otros. La transferencia ocurre de regiones con alta
temperatura hacia regiones con baja temperatura por medio de un intercambio microscópico de
enerǵıa térmica entre electrones libres (gases Fermi) y/o vibraciones de átomos en una estructura
cristalina. Las más importantes cualidades f́ısicas intŕınsecas que describen la conducción en
materiales son la conducción térmica k y la difusión α.

Convección: ocurre en fluidos mediante el movimiento molecular de part́ıculas y la dinámica
térmica del fluido. La propiedad térmica que describe la convección es el coeficiente de transfe-
rencia de calor U ; sin embargo, esta cualidad f́ısica no es intŕınseca del material y depende en
gran medida de las fuerzas que actúan sobre el fluido en movimiento, y tiene la forma:

dQ

dt
= UA(T0 − T ) (4.28)

siendo A el área del material en contacto con el fluido, T0 la temperatura en la superficie del
material y T la temperatura del fluido.

Radiación: representa la enerǵıa térmica emitida por la materia a una temperatura determinada.
La radiación ocurre por la superficie de un sólido o por ĺıquidos y gases. La enerǵıa térmica
de la radiación es transportada por ondas electromagnéticas. En contraste con la difusión y la
convección, no requiere la presencia de un medio para propagarse y es más eficiente cuando
se expone al vaćıo. La propiedad f́ısica que describe la radiación de un material es la emisión
espectral.

En las siguientes secciones se describe el proceso de conducción y difusión térmica, los cuales son
de principal interés en las aleaciones metálicas utilizadas en esta investigación.

4.9.1 Conducción Térmica

Cuando un material homogéneo se somete a un diferencial de temperatura, se produce una tasa
de transferencia de calor o flujo de calor, es decir, enerǵıa por unidad de superficie y tiempo que
fluye desde las regiones de mayor temperatura a las de baja temperatura, de acuerdo a la segunda
ley de la termodinámica. El flujo de calor es una cantidad vectorial y es proporcional al gradiente
de temperatura. La relación lineal que existe entre el flujo de calor y el gradiente de temperatura se
denomina primera ley de Fourier y tiene la forma:

JQ = −k∂T
∂t

(4.29)

siendo JQ el flujo de calor W/m2, T es la temperatura termodinámica absoluta K y k es la conducti-
vidad térmica del material W/m ·K. Generalmente, la conductividad térmica de los sólidos cristalinos
es la suma de la conducción de calor por los electrones libres (gas de Fermi) en la banda de conducción
y a la vibración de los átomos en la red cristalina (fonones):

ksolid = kelectron + kfonon (4.30)

Por lo tanto, la conductividad térmica de materiales sólidos con enlaces qúımicos ŕıgidos será mayor
que los sólidos blandos, entre ellos el poĺımero. Además, en el caso de los metales existe una estrecha
relación entre las conductividades térmica y eléctrica.
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4.9.2 Difusión Térmica

Cuando un material se somete a un cambio de temperatura, el perfil de temperatura dentro del
material se puede obtener utilizando la segunda ley de Fourier:

∂T

∂t
= α∆T +

∑
i

Si (4.31)

donde la sumatoria de contribuciones de calor
∑
i Si sigue la forma:{∑

i Si < 0 Generación de calor∑
i Si > 0 Absorción de calor

(4.32)

y la α es la difusión térmica de un material definida como:

α =
k

ρ · cp
(4.33)

siendo ρ la densidad y cP el calor espećıfico del material.

Una vez estudiados los efectos de la transferencia de calor en los materiales, es relevante detallar el
fenómeno de difusión qúımica, ya que se encuentra estrechamente relacionado con la difusión térmica
y sus mecanismos de reacción. En aleaciones metálicas, como los aceros al carbono, la difusión térmica
conlleva una transformación qúımica en las propiedades de los materiales involucrados en reacciones
sólido-gas. En las siguientes secciones se describen los mecanismos de reacción durante la difusión
qúımica y las leyes que lo rigen.

4.10 Difusión Qúımica

La difusión qúımica es un fenómeno involucrado en transformaciones y procesos metalúrgicos [67].
En un sólido con estructura cristalina, los átomos se desplazan hacia huecos generados por espacios
intersticiales; es decir, cada uno de los espacios vaćıos entre átomos, en la estructura atómica de un
sólido o gas. En general, elementos solubles como el hidrógeno, carbono, nitrógeno u ox́ıgeno pueden
difundirse hacia espacios intersticiales de la estructura atómica. Para lograr la difusión, un átomo
debe adquirir la suficiente enerǵıa para realizar un salto hacia un hueco. En ocasiones estos saltos
generan defectos en la estructura cristalina que caracteriza a los metales: dislocaciones, ĺımites de
grano y cambios de fase microestructural. Para cada átomo individual, la dirección de desplazamiento
es aleatoria y para observar una difusión macroscópica, es necesario un gradiente de potencial qúımico.

La difusión qúımica permite a un sistema evolucionar hacia un estado de equilibrio. Sin embargo,
este proceso es inherentemente lento, incluso más que la difusión térmica; por lo tanto, es importante
considerar el periodo transitorio previo al estado estacionario.

Según [68], las leyes fundamentales que gobiernan la difusión qúımica macroscópica se derivan del
trabajo de Fick, inspiradas en las ecuaciones (4.29) y (4.31) de la conducción térmica de Fourier.

4.10.1 Primera Ley de Fick

La primera ley de Fick expresa que la densidad de flujo J es proporcional al gradiente de concen-
tración:

J = −Dx∂ϕ
∂x

(4.34)
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donde J es la cantidad de materia fluyendo a través de una unidad de área en una unidad de tiempo
kg · s/m2. La constante de proporcionalidad D o coeficiente de difusión es la concentración de volumen
en kg/m3 y x es la distancia en metros. Nótese que ϕ generalmente se expresa como la concentración
por unidad de volumen. El signo negativo en la ecuación (4.34) indica que el flujo ocurre en sentido
contrario al gradiente de concentración. Por lo tanto, se infiere que cualquier gradiente de potencial
qúımico tiende a disminuir hasta desaparecer.

La primera ley de Fick es estrictamente válida para difusión en el eje x, en un sistema binario
que contiene una fase isotrópica; es decir, a temperatura y presión constantes. La primera ley de Fick
es análoga a la ecuación (4.29) donde el flujo de calor es proporcional al gradiente de temperatura.
También es equiparable a la Ley de Ohm, donde la corriente es proporcional al diferencial de potencial
eléctrico. De manera general, el flujo es equivalente a la fuerza termodinámica de la reacción qúımica.

4.10.2 Segunda Ley de Fick

La segunda Ley de Fick predice cómo la difusión causa cambios en la concentración con respecto
al tiempo. Se describe con una ecuación diferencial parcial con la forma:

∂ϕ

∂t
= D

∂2ϕ

∂x2
(4.35)

donde ϕ es la concentración en función del desplazamiento y el tiempo ϕ(x, t), D es el coeficiente de
difusión y x es la posición.

La ecuación (4.35) es análoga a la segunda ley de Fourier (4.31) y su solución fundamental puede
expresarse como:

ϕ(x, t) =
1√

4πDt
e

(
−x2
4Dt

)
(4.36)

A su vez, la segunda Ley de Fick puede derivarse de la primera Ley de Fick (4.34) y de la Ley de
conversación de masa en ausencia de reacciones qúımicas:

∂ϕ

∂t
+

∂

∂x
J = 0 (4.37)

sustituyendo (4.34) en (4.37) se obtiene:

∂ϕ

∂t
− ∂

∂x

(
D
∂

∂x
ϕ

)
= 0 (4.38)

para dejarlo en términos de la derivada parcial de la concentración, se iguala la ecuación como:

∂ϕ

∂t
=

∂

∂x

(
D
∂

∂x
ϕ

)
(4.39)

si se considera al coeficiente de difusión D como constante, es posible cambiar el orden de la derivada
parcial y multiplicarlo por la constante:

∂ϕ

∂t
= D

∂

∂x

∂

∂x
ϕ = D

∂2ϕ

∂x2
(4.40)

obteniendo la ecuación (4.35) la segunda Ley de Fick.

Además de los mecanismos de difusión que modifican las estructuras atómicas del material, es
posible diferenciar estas microestructuras en fases; es decir, incidir condiciones espećıficas de presión,
composición qúımica y temperatura para modificar las propiedades del material y alterar su estruc-
tura atómica. En la siguiente sección se analizan estas fases en aleaciones metálicas de la industria
siderúrgica, con un enfoque en la descripción de las fases microestructurales del acero.
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4.11 Fases Microestructurales

Según [69], desde un punto de vista termodinámico, el concepto de fase se relaciona a la estructura de
la materia en la escala atómica e involucra arreglos f́ısicos y qúımicos de los átomos. Una transformación
de fase corresponde a un cambio en la estructura atómica. La idea de fase se vuelve intuitiva cuando
las propiedades macroscópicas del material cambian.

En un sólido cristalino, la fase se caracteriza por la geometŕıa de un patrón repetitivo de átomos,
por su naturaleza qúımica y su posición dentro de la unidad básica. Una caracteŕıstica importante de
la fase es el rango de temperaturas en el cual es estable. La composición qúımica exacta de una fase
tiende a variar y producir variaciones en la estructura atómica. De acuerdo a [67], en el hierro Fe y los
aceros se destacan dos fases microestructurales con propiedades mecánicas y f́ısicas distintas: ferŕıtica
y austeńıtica.

4.11.1 Fase Ferŕıtica

Entre 1394− 1538◦C y por debajo de 912◦C el acero cuenta con una estructura cristalina centrada
en el cuerpo (body centered cubic, bcc). En el rango alto de temperatura, la fase es conocida como
hierro-delta (δ − Fe) mientras que en el rango de baja temperatura se le designa como hierro-alfa
(α− Fe). En los aceros, esta fase se denomina ferrita (ferrita delta a altas temperaturas).

La Figura 4.1 muestra la celda unitaria de la estructura atómica bcc con átomos de Fe representados
por ćırculos segmentados (izquierda), siendo a cada uno de los lados de la celda unitaria; por otro lado,
como esta estructura cuenta con un átomo en el centro de la estructura, en la imagen (derecha) se
observa que la diagonal de la celda es de cuatro veces el radio 4r. En la estructura bcc cada átomo
tiene ocho vecinos en las aristas a una distancia de a

√
3/2.

Figura 4.1: Modelo atómico bcc [70].

La fase ferŕıtica tiene una alta permeabilidad magnética, la cual le permite almacenar campos
magnéticos con más fuerza que el hierro. Se producen en forma de polvo, con el cual se pueden
producir piezas de gran resistencia y dureza.

4.11.2 Fase Austeńıtica

Entre 912 − 1394◦C el acero tiene una estructura de cristal cúbica centrada en la cara (face-
centred cubic, fcc). En el acero, esta fase se denomina austenita y en el hierro (Fe), se le conoce
como hierro-gamma (γ − Fe). Si los átomos de acero, con un radio de 0.126nm, son considerados
esferas incomprensibles duras, la estructura γ − Fe tiene la caracteŕıstica que cada átomo de acero se
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encuentra en contacto con el número máximo de vecinos. De la misma manera que en la estructura bcc
, la distancia entre el centro de cada átomo de Fe y sus doce vecinos más cercanos es a

√
2/2, siendo a

el lado de la unidad cúbica.

La Figura 4.2 muestra la celda unitaria de la estructura atómica fcc con átomos de Fe representados
por ćırculos segmentados (izquierda) y con el centro de cada átomo (derecha). Una estructura fcc, por
la cantidad de átomos presentes en cada celda unitaria, tiene menor espacio intersticial entre átomos;
por lo tanto, se dice que es más compacta que una estructura bcc. Además, los espacios intersticiales
en los átomos de Fe pueden aceptar átomos solubles, si y solo śı, su radio r es menor que el espacio
intersticial.

Figura 4.2: Modelo atómico fcc [71].

La austenita es blanda, dúctil y de elevada resistencia al desgaste. No es estable a temperatura
ambiente excepto en algunos aceros inoxidables. A diferencia de la ferrita, la austenita no es ferro-
magnética.

El estudio de las fases microestructurales en aleaciones metálicas permite inferir propiedades en
aleaciones metálicas cuando son expuestos a distintas temperaturas, presiones y condiciones atmosféri-
cas. De entre las propiedades f́ısicas estudiadas en esta investigación destaca la resistividad de los
materiales. En la siguiente sección se revisan los fundamentos y aspecto teóricos de la resistividad
eléctrica en materiales sólidos con estructura cristalina como las aleaciones metálicas.

4.12 Fundamentos de la Resistividad Eléctrica

Para comprender las propiedades eléctricas de los sólidos cristalinos es necesario analizar las leyes
que rigen el movimiento de electrones y el transporte de cargas en dicho material. De acuerdo a [72,73],
la probabilidad de que un espacio con enerǵıa E sea ocupado por un electrón se encuentra dada por
la función de distribución Fermi-Dirac f(E) con la forma:

f(E) =
1

1 + e
E−EF
kBT

(4.41)

donde T es la temperatura, kB = 1.380 647× 10−23 J/K es la constante de Boltzmann [74], la cual es
un factor de proporcionalidad que describe el promedio relativo de la enerǵıa cinética de las part́ıculas
en un gas a temperatura termodinámica 0K y EF se denomina “nivel de Fermi”, el cual determina la
cantidad de enerǵıa que separa los espacios con ocupación de electrones y los espacios sin electrones.
La función de distribución Fermi-Dirac obedece el principio de exclusión de Pauli, el cual menciona
que en varios estados con una misma enerǵıa E pueden encontrarse no más de dos electrones. Con lo
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anterior, si se analiza la ecuación (4.41) es posible definir dos casos:

f(E) =

{
1 para E << EF

0 para E >> EF
(4.42)

es decir, si la enerǵıa E en un espacio es mucho menor que el “nivel de Fermi”, entonces hay una gran
probabilidad de que ese espacio contenga un electrón; de la misma manera, si E es mucho menor que
EF , es improbable que ese espacio sea ocupado por un electrón.

De acuerdo a [75], en el caso de las aleaciones metálicas, la enerǵıa térmica no es percibida de la
misma para todos los electrones libres en la estructura cristalina y es necesario una alta temperatura tal
que kBT ≥ EF para que un electrón ocupe un espacio con enerǵıa E. A partir de esta aproximación, es
posible considerar a los electrones como part́ıculas libres en un espacio cuando la enerǵıa E se aproxima
a EF a una velocidad vF :

vF =

√
2EF
m

(4.43)

el nivel de Fermi se encuentra relacionado al análisis del por qué los electrones no contribuyen al calor
espećıfico de los sólidos a temperaturas ordinarias 20 − 35◦C, mientras que su mayor aportación se
aprecia en los fenómenos de conductividad térmica y conductividad eléctrica. Es posible aproximar
estos fenómenos mediante el modelo microscópico de la Ley de Ohm, el cual se describe en la siguiente
sección.

4.13 Modelo Microscópico de la Ley de Ohm

De acuerdo a [76], la ley de Ohm describe la relación entre tres fenómenos f́ısicos: corriente, voltaje
y resistencia; para comprender esta relación se definen brevemente estos fenómenos.

La corriente se define como el flujo de electrones de un punto a otro en un periodo de tiempo C/s.
Esta propiedad es una propiedad intŕınseca del material que sufre el flujo de electrones. Para describir
la cantidad de corriente por unidad de área, se hace uso de la densidad de corriente J con la forma:

J =
I

A
(4.44)

siendo I la corriente del material y A el área por la cual ocurre el flujo de electrones.

Por otro lado, el voltaje define un diferencial de potencial eléctrico, el cual describe la cantidad de
trabajo necesario para mover una carga J/C . Cuando se aplica voltaje a un sistema, se ejerce cierta
cantidad de trabajo en el material y se incide en el movimiento de electrones libres (carga eléctrica).
La cantidad de voltaje V en el sistema, con respecto a una carga eléctrica puede ser determinada por
la forma:

V =
kq

r2
(4.45)

siendo k = 8.99× 109 Nm2

C la constante electrostática, q es la carga de la part́ıcula de referencia y r es
la distancia con respecto al punto de carga.

El tercer fenómeno f́ısico es la resistencia R, el cual es la oposición a la carga eléctrica Ω. Es análoga
a la fricción o la oposición al movimiento y tiene la forma:

R =
ρL

A
(4.46)

siendo ρ la resistividad del objeto Ωm, L es el largo del material expuesto a la carga eléctrica y A es el
área transversal del material. La ρ es una propiedad intŕınseca del material y se basa en su estructura
atómica.
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Con base en [77] la ley de Ohm dicta que, cuando se incide voltaje a un material, se genera cierta
cantidad de flujo de electrones en proporción a la carga eléctrica y la resistencia del material con la
forma:

V = I ·R (4.47)

Con base en un modelo microscópico de la ecuación (4.47), cuando se incide enerǵıa E a un material
conductor, el electrón se mueve a una velocidad dada por la ecuación (4.43), pero cuando se le incide

un campo eléctrico
−→
E se le suma una pequeña velocidad de desplazamiento a los electrones libres

denominada velocidad de deriva o arrastre vd, como se muestra en la Figura 4.3.

Figura 4.3: Modelo microscópico de Ley de Ohm [78].

Por lo tanto, la densidad de corriente (4.44) puede ser definido en términos de la velocidad de deriva
como: −→

J = nq−→vd (4.48)

siendo n la densidad de electrones libres; es decir, los electrones con una cantidad de enerǵıa E cercana
al nivel de Fermi EF , q = 1.6× 10−19 C es la constante de la carga elemental [79] y vd es la velocidad
de deriva o arrastre.

Es posible escribir la ley de Ohm microscópica o en forma local si se toma la ley de Ohm ma-
croscópica (4.47) en términos de la resistividad del objeto si se sustituye (4.46) en (4.47), obteniendo:

V = I · ρL
A

(4.49)

se sustituye la corriente eléctrica (4.49) en términos de la densidad de corriente (4.44) y se tiene la
forma:

V = J ·AρL
A

(4.50)

eliminando términos semejantes y reordenando (4.50) en función de la densidad de corriente se tiene
que:

J =
V

ρL
(4.51)

con base en [80], el voltaje se puede escribir en función de un campo eléctrico
−→
E aplicado a lo largo L

de un material como:
V =

−→
EL (4.52)

sustituyendo (4.52) en (4.51) se obtiene:

J =

−→
EL

ρL
=

−→
E

ρ
(4.53)
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la ecuación (4.53) se denomina ley de Ohm microscópica o local y es usualmente descrita en términos
de la resistividad o de la conductividad, la cual es la inversa de la resistividad σ = 1/ρ como:

J =

−→
E

ρ
= σE (4.54)

el siguiente paso es relacionar la velocidad de deriva con la velocidad del electrón mediante la velocidad

de Fermi y se puede expresar en términos del campo eléctrico
−→
E , la masa del electrón m y el tiempo

promedio entre colisiones τ con la forma:

vd =
q
−→
E

m
τ =

q
−→
E

m
· d
vF

(4.55)

de acuerdo a [78], es posible expresar la conductividad del material en términos de la velocidad de
Fermi (4.55) y de la distancia media d donde el electrón puede desplazarse como:

σ =
nq2d

mvF
(4.56)

a partir de la ley microscópica de Ohm (4.54) y la ecuación (4.56) se describen propiedades eléctricas
en función de la estructura atómica del material y el comportamiento de los electrones libres excitados
por la enerǵıa incidente en el sistema.

En materiales óhmicos; es decir, aquellos que su resistencia permanece constante cuando se le incide
variaciones en voltaje y corriente, la ley microscópica de Ohm presenta una relación lineal y, a mayor
campo eléctrico aplicado, mayor densidad de corriente con la misma dirección y sentido [81].

Por lo tanto, es necesario una comprensión de las propiedades microestructurales y atómicas, aśı
como el tipo de estructura y fases termodinámicas del material, para describir cambios en las propie-
dades eléctricas bajo condiciones espećıficas. En las siguientes secciones se describe más a detalle uno
de los materiales utilizados para esta investigación: el acero, y se detalla su clasificación de acuerdo a
la codificación SAE-AISI en función de su composición qúımica y materiales aleantes.

4.14 Fundamentos del Acero

El desarrollo de materiales con alta resistencia ha sido el principal objetivo de cient́ıficos en materia-
les durante muchas décadas. Con el desarrollo de la industria moderna, existe una demanda creciente
de material para su implementación en componentes y estructuras que requieren una alta resistencia
al estrés, presión, tensión y dureza [82,83].

Al acero se le percibe como un material avanzado producto de la aleación de hierro, carbono y
otros metales pesados, el cual presenta propiedades y caracteŕısticas que cumplen una gran variedad
de requisitos. El acero podŕıa implementarse a circunstancias con temperaturas de hasta 650◦C y
temperatura criogénicas de −196◦C, se le pueden aplicar esfuerzos de 100 − 5, 000MPa, exponerse
a la corrosión de la atmósfera y tener un mı́nimo deterioro, entre otras propiedades. Los aceros se
han utilizado ampliamente para la construcción, automóviles, rieles, construcción naval, petroqúımica,
maquinaria y armamento [11]. Sin embargo, el acero no es una sola aleación. Existen más de 3500
distintos grados de acero con distintas capacidades f́ısicas, qúımicas y térmicas [84]; por lo tanto,
realizar una clasificación de estos aceros en función de sus propiedades es necesario. En la siguiente
sección se describe la codificación SAE-AISI, la cual clasifica los distintos tipos de acero.
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4.15 Clasificación SAE-AISI

Es posible clasificar los aceros por su composición qúımica, propiedades mecánicas, métodos de
oxidación o por tratamientos térmicos y sus microestructuras resultantes. Sin embargo, catalogarlos por
su composición qúımica es lo más utilizado. La Tabla 4.1 muestra algunos elementos de la codificación
SAE-AISI 2 de cuatro d́ıgitos las cuales designan algunas composiciones qúımicas estándar de distintos
tipos de aceros de acuerdo con sus aleaciones. Los últimos dos d́ıgitos indican el contenido nominal de
carbono en el acero. En la tabla se denota como wt.% al porcentaje de material en la aleación.

Tabla 4.1: Codificación de aceros al carbono y aleaciones (AISI-SAE).

Serie Grupo Principal Subgrupos

1XXX Aceros al Carbono 10XX: Carbon simple (1.00wt.% C, máx.)

11XX: Resulfurados

12XX: Resulfurados y refosforizados

13XX: Aceros de Manganeso (1.75wt.% Mn)

15XX: No Resulfurados (1.00− 1.65wt.% Mn, máx.)

2XXX Aceros al Nı́quel 23XX: 3.5wt.% Ni

23XX: 5.0wt.% Ni

3XXX Aceros al Nı́quel-Cromo 31XX: 1.25wt.% Ni y 0.65− 0.80wt.% Cr

32XX: 1.75wt.% Ni y 1.07wt.% Cr

33XX: 3.50wt.% Ni y 1.50− 1.57wt.% Cr

34XX: 3.00wt.% Ni y 0.77wt.% Cr

4XXX Aceros al Molibdeno 40XX: 0.20− 0.25wt.% Mo

44XX: 0.40− 0.52wt.% Mo

6XXX Aceros al Cromo-Vanadio 61XX: 0.6− 0.95wt.% Cr y 0.10− 0.15wt.% V

7XXX Aceros al Cromo-Tungsteno 72XX: 1.75wt.% W y 0.75wt.% Cr

9XXX Aceros al Silicio-Manganeso 92XX: 1.40− 2.00wt.% Si, 0.65− 0.85wt.% Mn y 0.65wt.% Cr

En esta investigación se centra en el estudio de aceros al carbono simples, debido a la importancia en
la industria automotriz y siderúrgica en mejorar sus tratamientos térmicos para sus productos finales.
Por lo tanto, la siguiente sección se enfoca en el análisis de este tipo de aceros.

2Para obtener información completa sobre la codificación SAE-AISI, consulte [61].
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4.16 Aceros al Carbono

Los aceros al carbono se componen principalmente por hierro Fe y carbón C, con pequeñas canti-
dades de manganeso (Mn). Se requiere un tratamiento térmico espećıfico y pequeñas variaciones en su
composición para alterar las propiedades f́ısicas y mecánicas del acero. Un solo elemento no determina
las caracteŕısticas del acero, sino de los efectos combinados de los elementos en la aleación pueden afec-
tar: dureza, maquinabilidad, resistencia a la corrosión, tensión, ductilidad, entre otros. Por otro lado,
el carbón es el principal elemento que le otorga dureza y resistencia al acero; sin embargo, disminuye
la soldabilidad y ductilidad de la aleación.

En consecuencia, la clasificación de los aceros al carbono se dividen en tres grandes grupos de
acuerdo a la concentración de carbono:

Aceros bajo carbono: también denominados aceros suaves, contienen hasta un 0.30wt.% de car-
bono. Son caracterizados por su baja tensión de rotura y su alta ductilidad. No se pueden
endurecer mediante un tratamiento térmico, excepto por procesos de endurecimiento superficial.

Aceros medio carbono: contienen entre 0.31wt.% y 0.55wt.% de carbono. Proveen un balance
entre dureza y ductilidad. Se endurecen mediante tratamientos térmicos, pero su resistencia se
limita a las secciones más superficiales del material.

Aceros de alto carbono: tienen entre 0.56wt.% y 1.00wt.% de carbono. Son adecuados para
fabricar piezas resistentes al desgaste, ya que tienen una alta dureza y resistencia.

4.17 Diagrama de Fase Hierro-Carbono

El carbono es un elemento fundamental en los procesos de fabricación de Fe y acero, debido a su
uso como reductor durante la extracción estos minerales. Por esta razón, el carbono tiene un papel
predominante en la siderurgia. A pesar de que otros elementos aleantes pueden agregarse para producir
aceros con fines espećıficos, la estructura del acero está determinada por el contenido de carbono, el tipo
de elementos aleantes y por la velocidad de enfriamiento cuando se encuentra en estado de fundición.

Por lo anterior, un estudio del sistema hierro-carbono Fe–C es necesario para comprender cómo la
microestructura va cambiando con respecto a la temperatura y la cantidad de carbono presente en el
acero de estudio.

La Figura 4.4 muestra el diagrama de fase hierro-carbono Fe–C, el cual puede caracterizarse y
validarse con pruebas de difracción de rayos X, análisis microestructural y técnicas de dilatometŕıa.
En la práctica, el diagrama de fase hierro-carbono es un gráfico que representa las fases que existen en
equilibrio termodinámico en función de la temperatura y la fracción de masa del carbono total en el
hierro.

A partir de este diagrama se puede inferir algunas caracteŕısticas en la clasificación del hierro y el
acero:

Los aceros son aleaciones de hierro con un contenido de carbono (wt.%C) menor a 2.11 y pre-
sentan fase austeńıtica estable cuando se le expone a altas temperaturas.

Se le considera hierro fundido a la aleación entre 2.11 − 4.30wt.% C por la generación de una
metafase de austenita en estado ĺıquido.

A un acero con 0.77wt.% C se le denomina eutectoide. Este tipo de aceros contienen una mezcla
idealmente homogénea de α − Fe y cementita formando un crecimiento de placas delgadas o
laminillas conocidas como perlita.
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Figura 4.4: Diagrama de fase hierro-carbono [85].

Los aceros hipoeutectoides son aquellos con < 0.77wt.% C, su estructura consiste en pequeñas
cantidades de perlita con un exceso de α − Fe. Esta estructura los hace suaves y más dúctiles
que los aceros eutectoides.

Un acero > 0.77wt.% C se le denomina hipereutectoide, tienen las propiedades de ser más duros,
frágiles y menos dúctiles que los aceros eutectoides.

En aleaciones hierro-carbono > 2.11wt.% C, el hierro fundido llega a su punto de fusión con
temperaturas mayores a los 1150◦C.

El punto eutectoide en el diagrama se encuentra en aleaciones con 4.3wt.% C. En esta composi-
ción, cuando la aleación solidifica se forma una mezcla de austenita con 1.7wt.% C en solución
sólida y cementita. A esta estructura metaestable; es decir, con varios estados de equilibrio, se le
conoce como ledeburita y posee una alta dureza y gran fragilidad.

En el proceso de fabricación del hierro Fe existen elementos aleantes (ox́ıgeno O2, silicio Si, fósforo
P, manganeso Mn, entre otros) y es necesario analizar los efectos de cada elemento en la generación de
fases microestructurales. Por consiguiente, es importante considerar que el diagrama hierro-carbono
solo aplica a aleaciones que contienen hierro y carbono.

4.18 Fundamentos de la Decarburización

La creciente competencia en las industrias manufactureras ha puesto un mayor interés en los fenóme-
nos y mecanismos de reacción en los procesos térmicos de aleaciones metálicas hierro-carbono, ya que
determinan las propiedades y caracteŕısticas del producto final.
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La decarburización es un proceso cinético que ocurre cuando átomos de carbono en la superficie de
una aleación (t́ıpicamente acero) interactúan con la atmósfera del horno y son removidos del material
[86]. El carbono del interior tiende a difundirse hacia la superficie, moviéndose de una concentración
alta a una baja de acuerdo a la segunda ley de Fick (4.35).

La difusión del carbono se vuelve prominente a temperaturas elevadas, como las presentes en los
tratamientos térmicos que se producen en la fase austeńıtica. Los efectos nocivos de la decarburización
no solo se limitan a una disminución de la resistencia a la tracción, sino que también se ha documentado
que aumentan: la deformación cortante debajo de la superficie, la tasa de crecimiento de grietas y
la tasa de desgaste; en constraste, disminuyen la resistencia a la fatiga [87]. En un acero al carbono
simple sometido a un tratamiento térmico por debajo de 910◦C, el contenido de carbono disminuye en la
superficie hasta que se forma una capa de ferrita y continúa formándose a expensas de la austenita. Esta
capa de ferrita actúa como una barrera para la decarburización adicional debido a la baja solubilidad
del carbono en la ferrita.

Por consiguiente, se puede suponer que por debajo de la temperatura eutectoide (727◦C) donde
la austenita ya no está presente, habŕıa una disminución significativa en la decarburización debido a
una capa de ferrita y la falta de austenita soluble en carbono relativamente alta. La fase austeńıtica
se considera extremadamente propensa a la decarburización.

4.18.1 Mecanismos de Reacción en la Decarburización

La decarburización se puede evitar si se elige la atmósfera correcta, aunque el tiempo y la tem-
peratura son las dos variables más importantes. Es usual someter al acero a un tratamiento térmico
en ambientes oxidantes a altas temperaturas (> 910◦C). Inicialmente, la aleación metálica reaccionará
con el ox́ıgeno (O2) mediante la relación:

M +
1

2
O2(g) = MO (4.57)

donde M es la aleación metálica, en este caso Fe. El producto MO es un sólido compuesto de óxido de
hierro (FeO). A su vez, el ox́ıgeno (O2) interactúa con el carbono para formar CO y se dispersa en la
atmósfera una vez que ocurre la reacción. El resultado es una capa superficial de cascarilla con FeO sin
carbono. La decarburización comienza a ocurrir cuando la tasa de consumo de carbono con el ox́ıgeno
excede el crecimiento de la cascarilla. Se empieza a extraer carbono adicional desde profundidades más
interiores. La capa de FeO que se forma contribuye a la decarburización con la forma:

FeO + CFe → Fe + CO(g) (4.58)

donde C se encuentra soluble en el acero. Generalmente, la cascarilla va cambiando su composición
qúımica cuando aumenta la tasa de oxidación resultando en compuestos como Fe3O4 o Fe2O3.

Debido a que el CO debe difundirse a través de la superficie, se asume que a medida que la capa
oxidante aumenta la decarburización disminuye debido al aumento en la longitud de la cascarilla sin
carbono. Incluso en presencia de una atmósfera con alto contenido de O2 donde la fuente es abundante,
la llegada de ox́ıgeno es limitada. Sin embargo, si disminuyendo la concentración atmosférica de O2

detiene el crecimiento de la cascarilla de óxido, la decarburización podŕıa incrementarse a pesar de
tener menos O2 disponible.

No obstante, el análisis teórico de aleaciones que sufren más de una fase termodinámica durante
su tratamiento térmico implica la homogenización de materiales con caracteŕısticas microestructura-
les heterogéneas [88]. Como resultado, el análisis cuantitativo requiere una validación experimental
con el estudio de las microestructuras generadas. Por lo tanto, es recomendable realizar un proceso
metalográfico en el material de interés.
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4.19 Metodoloǵıa Metalográfica

Las propiedades del hierro y el acero están relacionadas a la composición qúımica, calentamiento
térmico y la microestructura del material. La metalograf́ıa se encarga del estudio de la microestructu-
ra y determina la estructura qúımica, atómica y la distribución espacial de los constituyentes [89]. El
análisis de la microestructura de los materiales permite conocer si el material fue procesado correcta-
mente.

De acuerdo a [90], se sigue una metodoloǵıa secuencial para la preparación de espećımenes meta-
lográficos, esta consiste en las etapas de: i) documentación, ii) sección y corte, iii) montaje, iv) desbaste
plano, v) pulido en bruto, vi) pulido final, vii) grabado o ataque qúımico y viii) análisis metalográfico,
las cuales se describen en las siguientes secciones.

4.19.1 Documentación

Al documentar adecuadamente la condición inicial de la muestra y el análisis microestructural
en curso, la metalograf́ıa proporciona un control de calidad poderoso, aśı como una herramienta de
investigación invaluable. La documentación tiene como objetivo anticipar resultados en el estudio de
las fases térmicas, con base en investigaciones previas, a las cuales se someten los espećımenes.

4.19.2 Sección y Corte

La mayoŕıa de las muestras metalográficas deben seccionarse en el área de interés y para facilitar
su manipulación. Dependiendo del material, la operación de corte se puede obtener mediante corte
abrasivo (metales y aleaciones), corte de obleas de diamante (cerámica, componentes electrónicos,
biomateriales, minerales) o corte fino con un micrótomo (plásticos). Se requiere un corte adecuado
para minimizar el daño que puede alterar la microestructura y producir una incorrecta caracterización
metalográfica. El corte adecuado requiere la selección correcta del tipo, la unión y el tamaño del
abrasivo; aśı como la velocidad de corte, la carga y el refrigerante adecuados.

En la Figura 4.5a se observa una máquina Labotom-5, la cual se especializa en el corte de aleaciones
metálicas para pruebas de laboratorio y producción industrial. Además de contar con un equipo de
corte especializado, es necesario seleccionar el tipo de abrasivo de acuerdo al material a seccionar. La
Tabla 4.2 muestra los tipos de abrasivos más utilizados para corte metalográfico.

Tabla 4.2: Tabla de selección de cuchillas abrasivas.

Material (aleaciones) Clasificación Abrasivo/Enlace

Aluminio, Zinc, Latón Suave no-ferroso SiC / Resina

Aleación con tratamiento térmico Duro no-ferroso Alumina / Resina

Aceros < 0.45wt.% C Suave ferroso Alumina / Resina

Aceros > 0.45wt.% C Duro ferroso Alumina / Resina

Aleación de alto rendimiento Aleación alto contenido Ni-Cr SiC / Resina
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4.19.3 Montaje

El montaje del espécimen metalográfico se realiza encapsulando la muestra en un compuesto de
montaje por compresión, ya sea con termoendurecibles fenólicos, epóxicos o con termoplásticos y
acŕılicos. La mezcla se vierte en moldes con resina acŕılica, epóxica o poliéster a temperatura ambiente
y se adhiere con pegamento termoplástico. Realizar un montaje sobre el espécimen a estudiar tiene
tres funciones fundamentales:

Proteger el borde de la muestra y mantiene la integridad de las caracteŕısticas de la superficie
de un material.

Llenar los huecos en materiales porosos.

Mejorar el manejo de muestras con forma irregular.

Para metales, el montaje por compresión es ampliamente utilizado y utiliza materiales como: compues-
tos fenólicos, resinas epóxicas, entre otros. En la Figura 4.5b se muestra el montaje de espećımenes de
acero en resina epóxica amarilla. Una vez montado el espécimen es necesario desgastar la superficie de
interés para su subsecuente revelado metalográfico. Para este desgaste, se realiza un desbaste.

(a) Máquina de corte Labotom-5 [91]. (b) Montaje de espećımenes en resina epóxica [92].

Figura 4.5: Corte y montaje de espećımenes metalográficos.

4.19.4 Desbaste Plano

Este paso es un requisito para aplanar el espécimen y reducir el daño producido por el corte. El
desbaste plano se logra disminuyendo el tamaño de part́ıcula/arena abrasiva secuencialmente hasta
obtener acabados superficiales que estén listos para pulir.

La Figura 4.6a muestra el abrasivo más utilizado para espećımenes metálicos y poĺımeros: el carburo
de silicio (SiC). Este material es duro y se mantiene afilado durante el desbaste. Según [90], los abrasivos
de SiC se enlistan de acuerdo al tamaño de part́ıcula como se muestra en la Tabla 4.3.

Para una preparación manual, con el fin de asegurar que se elimine el daño de la part́ıcula abrasiva
anterior, la muestra debe rotarse 90 grados y rectificarse continuamente hasta eliminar todas las marcas
del desbaste anterior. Si es necesario, el papel abrasivo se puede reemplazar por un papel más nuevo
para aumentar la velocidad de desbaste. En esta preparación, cuando se hace uso de SiC con un
estándar de 60−220 en el tamaño de part́ıcula se le denomina desbaste grueso; si el desbaste se realiza
con un tamaño de P240− P4000 se conoce como desbaste fino.
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Tabla 4.3: Estándar de tamaño de part́ıcula de SiC.

Grado-P Tamaño de part́ıcula Diámetro medio (µm)

60 60 250
80 80 180
100 100 150
120 120 106
150 150 90
180 180 75
220 220 63

P240 240 58.5
P320 280 46.2
P360 320 40.5
P500 360 30.2
P600 400 25.75
P1000 500 18.3
P1200 600 15.3
P2400 800 6.5
P4000 1200 2.5

4.19.5 Pulido en Bruto

Su objetivo es eliminar el daño producido durante el cortado y el desbaste plano. Un pulido en bruto
adecuado mantendrá la muestra plana y retendrá todas las inclusiones o fases microestructurales del
espécimen. El pulido se logra con abrasivos de diamante que van de 9−1µm. El diamante policristalino
produce altas tasas de corte con un mı́nimo de daño superficial debido a sus múltiples y pequeños bordes
cortantes.

4.19.6 Pulido Final

El propósito del pulido final es eliminar el daño superficial generado por los procesos anteriores.
Para espećımenes metálicos, se recomienda el uso de almohadillas de pulido con un abrasivo de alúmina
coloidal. Los tiempos de pulido deben ser inferiores a 30s.

4.19.7 Grabado o Ataque Qúımico

Este procedimiento mejora ópticamente las caracteŕısticas microestructurales, como el tamaño de
grano y las caracteŕısticas de fase. El grabado altera selectivamente estas caracteŕısticas microestructu-
rales en función de la composición, tensión o estructura cristalina. Generalmente consiste en una mezcla
de ácidos o bases con agentes oxidantes o reductores. Algunos de los grabados/ataques qúımicos más
utilizados se muestran en la Tabla 4.43.

En la Figura 4.6b se observa a un espécimen montado en resina de color negro sumergida en un
baño de Nital, la cantidad de inmersión depende del contraste que se desea en las microestructuras de
interés.

3Para más información sobre otros ataques qúımicos y espećımenes, consulte [90]
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Tabla 4.4: Grabado/ataques qúımicos recurrentes.

Grabado qúımico Ingredientes Aplicación Condiciones

Grabado Keller 190mL agua destilada Aleaciones de aluminio 10− 30s inmersión. Solo
5mL ácido Nı́trico utilizar un grabado qúımico
3mL ácido Clorh́ıdrico fresco
2mL ácido Fluorh́ıdrico

Nital 100mL Etanol Aceros al carbono De segundos a
1− 10mL ácido Nı́trico y estaño un minuto de inmersión

Reactante Lepito 50mL ácido Acético Aceros a alta temperatura Utilizar en torundas
50mL ácido Nı́trico

Reactante Marble 50mL agua destilada Aceros inoxidables Inmersión o grabado
50mL ácido Clorh́ıdrico con torundas por unos
10g sulfato de Cobre segundos

(a) Plantilla de abrasivo SiC [93]. (b) Grabado/ataque qúımico de Nital [94].

Figura 4.6: Desbaste y ataque qúımico de espećımenes metalográficos.

4.19.8 Análisis Metalográfico

El estudio de las microestructuras en el material provee información sobre la estructura del consti-
tuyente, tamaño de grano, estructura de solidificación, entre otros. La iluminación de campo brillante
(Bright Field, BF) es la técnica más recurrente para el análisis metalográfico. El dispositivo emite una
luz a través de un objetivo, la refleja en la superficie del espécimen montado y regresa al objetivo
para ser captado por un lente o una cámara. Este tipo de iluminación produce un fondo brillante para
superficies planas; mientras que para superficies irregulares genera un fondo más oscuro, ya que la luz
se refleja de manera angular.

Una correcta preparación de los espećımenes para su posterior análisis microestructural elimi-
na cualquier anomaĺıa en la caracterización de materiales inducida por el equipo utilizado para su
procedimiento. En general, es posible minimizar el daño en etapas tempranas de la preparación micro-
estructural eligiendo los parámetros correctos de material abrasivo, corte y pulido para garantizar un
análisis representativo de la microestructura en cualquier material de estudio.
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4.20 Conclusión del Caṕıtulo

El análisis de las propiedades mecánicas, f́ısicas, qúımicas y eléctricas de los materiales utilizados
en las reacciones sólido-gas permite conocer los fenómenos que rigen al sistema. El estudio de las
propiedades f́ısicas como la densidad, el estrés, la presión, entre otros permiten cuantificar las limita-
ciones intŕınsecas de los materiales. Por otro lado, los mecanismos termodinámicos como la difusión
térmica, la convección y la radiación ponderan la transferencia de calor con base en el estado f́ısico
de los materiales involucrados. A su vez, las propiedades eléctricas permiten el análisis atómico de la
estructura del material. Asimismo, los fenómenos de difusión qúımica determinados por las leyes de
Fick rigen el estado de equilibrio de distintos elementos expuestos al mismo sistema. Estas propiedades,
en conjunto con el análisis de fases microestructurales de las aleaciones utilizadas en la metalurgia y
en la siderurgia, permiten utilizar técnicas de identificación de sistemas y estad́ıstica inferencial para
modelar el fenómeno de la decarburización y correlacionarlo con otras caracteŕısticas presentes durante
el proceso.
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Caṕıtulo 5

Desarrollo del Sistema
Experimental

En este caṕıtulo se describe el procedimiento experimental implementado para estudiar la correla-
ción de las propiedades eléctricas de un material y la profundidad de capa decarburizada. Se detalla
la metodoloǵıa utilizada para la caracterización eléctrica de los espećımenes de acero, las curvas de
calentamiento para llevar a cabo reacciones sólido-gas y las técnicas metalográficas para medir la
profundidad de capa decarburizada en espećımenes de acero AISI-1045. Por otro lado, se explica el
sistema embebido implementado en la caracterización eléctrica de los espećımenes para garantizar una
repetitividad experimental y la sincrońıa en las mediciones.

Sin embargo, en esta metodoloǵıa experimental se realizaron mediciones sobre ocho espećımenes
de acero AISI-1045 debido a las regulaciones implementadas por el estado de emergencia sanitaria
de COVID-19, las cuales restringieron el acceso a los laboratorios de reacciones sólido-gas y análisis
metalográfico; además, limitaron la obtención y maquilado de espećımenes de acero AISI-1045 para
generar más experimentaciones y curvas de calentamiento.

5.1 Metodoloǵıa Experimental

Es importante recordar que el objetivo principal del trabajo de investigación es estudiar la posible
relación entre las propiedades eléctricas del material y los efectos de la decarburización, a través de
datos experimentales como voltaje y corriente. Para esto, se ha propuesto el proceso que se muestra
en la Figura 5.1, el cual está dividido en cuatro fases: i) primera caracterización eléctrica, ii) reacción
sólido-gas, iii) segunda caracterización eléctrica y iv) análisis metalográfico.

En la fase i) denominada primera caracterización eléctrica, se realizan mediciones de voltaje y
corriente sobre un espécimen de acero para estimar su resistencia eléctrica en las condiciones iniciales.
Después, en la fase ii) la pieza de acero se expone a un tratamiento térmico, con una curva de calenta-
miento definida, para generar una capa descarburada en la probeta de acero. Con lo anterior, la fase iii)
realiza una segunda caracterización eléctrica para estimar la nueva resistencia del material debido al
cierto grado de decarburización. Finalmente, en la fase iv) se realiza un revelado óptico metalográfico
con la metodoloǵıa descrita en la Sección 4.19, para medir la profundidad de la capa decarburizada. A
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Figura 5.1: Diagrama de experimentación.

continuación, se describen las caracteŕısticas de los espećımenes utilizados y se detallan las dimensiones
de su geometŕıa.

5.2 Caracteŕısticas de los Espećımenes de Acero

Para el trabajo de investigación, se utilizaron espećımenes maquinados obtenidos de una pieza de
acero AISI-1045. La Figura ?? muestra la geometŕıa de los espećımenes y sus dimensiones: los extremos
de la pieza (dz1) tienen un radio mayor que la parte central (dz3) para una correcta sujeción con el
armazón del sistema experimental. En la Figura 5.2 se muestra la geometŕıa y dimensiones de los
espećımenes de acero.

Segmento Valor (mm)

dz 34

dz1 4

dz2 8

dz3 10

ro 3.55

ro2 1.5

Figura 5.2: Geometŕıa y mediciones de los espećımenes de acero.
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En la siguiente sección se describe la primera etapa de la metodoloǵıa experimental denominada
primera caracterización eléctrica, en la cual se detalla el método de medición sobre los espećımenes de
acero, se establece el modelo del sistema experimental y los componentes utilizados para su implemen-
tación.

5.3 Primera Caracterización Eléctrica

La caracterización eléctrica tiene la finalidad de realizar mediciones experimentales de voltaje y
corriente sobre el espécimen de acero, al cual se le inyecta una corriente definida. Con los datos
experimentales de voltaje y corriente es posible estimar una resistencia eléctrica de la probeta de
acero. Para esto, se utilizó un sistema de caracterización basado en el efecto Joule, el cual es un
fenómeno f́ısico producido por la circulación de corriente a través de un conductor, donde parte de la
enerǵıa eléctrica se transforma en enerǵıa térmica, elevando la temperatura del material conductor [95].

Sin embargo, en esta investigación no se realizó un tratamiento térmico por efecto Joule, ya que
los valores de corriente inyectados para realizar la caracterización eléctrica no elevan la temperatura
de los espećımenes para llevar a cabo transformaciones en su microestructura. Por otra parte, uno de
los métodos más utilizados en la medición de resistividad en los materiales es la técnica de cuatro
puntos [96], la cual se describe y se implementa en el sistema de caracterización eléctrica

5.3.1 Método de Cuatro Puntos

Este método de medición suele utilizarse para medir la resistividad de muestras de un material
en estudio, normalmente es utilizado en semiconductores y materiales óhmicos [97]. Para la medición
se hace circular corriente en un área especifica mediante dos electrodos mientras se mide el voltaje
utilizando otros dos puntos de medición.

En la Figura 5.3 se observa el diagrama general de esta técnica de medición. En la imagen se observa
un espécimen semicircular al cual se le colocan cuatro electrodos o puntos de medición: a través de los
electrodos externos (a y d) circula la corriente total que sufre el material de estudio, mientras que los
puntos de medición internos (c y b) se obtiene información experimental del voltaje en el espécimen.

Figura 5.3: Diagrama general de métodos de cuatro puntos [98].

Esta técnica de medición cuenta con la caracteŕıstica de que, si el sistema sufre alguna variabi-
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lidad debido al proceso, los cuatro electrodos sufren el mismo impacto de este ruido en los datos
experimentales, facilitando su análisis e interpretación.

Para encontrar la resistividad de un material en función de los parámetros eléctricos de voltaje V
y corriente eléctrica I tiene la forma:

ρ =
2πs

F

V

I
(5.1)

siendo s la distancia entre los electrodos interiores, F el factor de corrección que depende de las pro-
piedades del espécimen, I la corriente y V el voltaje experimental obtenido de los puntos de medición.
Si el tamaño de la muestra es n ∈ N veces mayor que s, F es igual a 1; por otro lado, si s es mayor
que el radio del espécimen; F es mayor que 1.

En [99] se abordan las consideraciones realizadas en espećımenes de prueba con respecto a su
forma, tamaño y distribución de la muestra para determinar un valor en el factor de corrección F . Si
consideramos una prueba mucho más grande que la distancia de separación s, (5.1) puede re-escribirse
con la forma:

ρ =
2πsV

I
(5.2)

Es importante destacar que el proceso de montaje en las pruebas experimentales tiene varias etapas:
insertar el espécimen de acero en el sistema, correr la prueba experimental y retirar la probeta para
montar el siguiente espécimen. Sin embargo, este montaje manual de las probetas puede provocar un
sesgo en el estimador; por ende, para garantizar una medición de voltaje reproducible en cada una de
las pruebas es necesario mantener una posición constante sobre el espécimen de acero. En la Figura 5.4
se muestra el montaje de las puntas de medición de voltaje donde se utilizó un sujetador para mantener
una posición fija durante la experimentación.

(a) Mecanismo fijo de medición. (b) Medición en el espécimen de acero.

Figura 5.4: Medición de voltaje en sistema de caracterización eléctrica.

Una vez establecido un sistema de sujeción que permita una distancia de medición constante entre
las terminales de voltaje, es posible calcular el valor de resistencia teórica de los espećımenes acero
AISI-1045 con la geometŕıa definida en la Sección 5.2. Con base en [100], la resistividad o resistencia
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eléctrica de un material se define como (5.3):

R = Φ
Ls
As

(5.3)

en un trabajo previo a esta investigación [101], se calculó la resistencia eléctrica manteniendo un
radio constante en el espécimen, a partir de la implementación del método de cuatro puntos en la
investigación se tiene un largo de:

Ls = 13mm (5.4)

con un área superficial entre los puntos de medición de:

As = 7.0215 mm2 (5.5)

con lo anterior, y considerando la resistividad para un acero 1045 [102–104]:

Φ = 1.62 µΩ/mm (5.6)

sustituyendo las ecuaciones (5.4) a (5.6) en (5.3) se obtiene la resistencia teórica de la probeta:

R ≈ 300µΩ (5.7)

A partir del valor teórico de la resistividad de los espećımenes de acero, se plantea entonces que
el sistema de caracterización eléctrica debe ser capaz para estimar este parámetro eléctrica mediante
datos experimentales. En la siguiente sección se plantea el modelo a partir de la identificación del
sistema de caracterización eléctrica y se definen los componentes f́ısicos que lo integran.

5.3.2 Modelación del Sistema de Caracterización Eléctrica

En base a la identificación de sistemas y al conocimiento previo que se tiene sobre las propiedades
eléctricas del acero, es posible proponer un modelo eléctrico para el sistema de caracterización eléctrica.
En la Figura 5.5a se muestra el modelo eléctrico; en este caso, se plantea que la probeta de acero sea
representada por su resistencia eléctrica R(t) equivalente, misma que sufrirá modificaciones como
resultado de la decarburización. Por otro lado, la Figura 5.5b muestra el sistema simplificado del
modelo eléctrico propuesto. Se plantea entonces que es posible estimar el valor de la resistencia del
espécimen de acero R(t), utilizando técnicas de identificación de sistemas, si se conoce la corriente
eléctrica de entrada I(t) al sistema y se mide el voltaje a la salida vR(t) en el espécimen de acero,.

I(t)

R(t)

+− vR(t)

(a) Modelo eléctrico.

R(t)I(t) vR(t)

(b) Sistema para el modelo eléctrico.

Figura 5.5: Representación del modelo de caracterización eléctrica.

Para realizar una identificación estática de la respuesta del sistema, se requiere un control de la
corriente inyectada al sistema. La Figura 5.6 muestra el diagrama de la caracterización eléctrica, donde
a los espećımenes de acero se les inyecta corriente eléctrica mediante una fuente de alimentación y se
capturan datos experimentales a través de sensores de corriente y voltaje.
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Figura 5.6: Diagrama de caracterización eléctrica.

La fuente de alimentación utilizada se muestra en la Figura 5.7. Esta fuente suministra voltaje
variable de 0 − 7.5V y/o corriente variable de 0 − 300A a la salida, con 2800W de potencia a una
velocidad aproximada de 6A/ms. El monitoreo remoto de la salida de voltaje y corriente se mues-
tra simultáneamente en su display frontal. Los valores de voltaje y corriente se pueden programar a
través de señales analógicas. Según [105], esta fuente está diseñada para uso continuo en aplicaciones
computacionales, controles magnéticos o calentamiento de materiales.

Figura 5.7: Fuente de alimentación Sorensen XFR 7.5-300 DC [106].

Para medir la corriente del sistema se incorpora un sensor por efecto Hall, como se muestra en
la Figura 5.8. De acuerdo a [107], el sensor cuenta con un rango de 0 − 400A, generando una señal
lineal de corriente de 4 − 20mA. Este sensor es ideal para el sistema de caracterización eléctrica, ya
que realiza la medición de la corriente med

Figura 5.8: Sensor de corriente DTC400-42-24-s [107].

Por otro lado, la Figura 5.9 representa el amplificador operacional de instrumentación INA128
con el cual se hace la medición de voltaje. Según [108], este amplificador cuenta con con una alta
impedancia de entrada y alto rechazo al modo común (Common Mode Rejection Ratio, CMRR),
logrando minimizar el error en los datos.
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Figura 5.9: Esquema simplificado INA128/INA129 [108].

Una vez descrito el sistema de caracterización eléctrica, es necesario utilizar una ecuación que estime
el valor de resistividad de los espećımenes de acero a partir de los datos experimentales de voltaje y
corriente del sistema; para esto, se implementa un estimador de propiedades eléctricas.

5.3.3 Estimador de Propiedades Eléctricas

Para el sistema propuesto se considera que tanto la corriente como el voltaje medidos pueden ser
afectados por ruido en el proceso y los instrumentos de medición; por lo tanto, existe un error en
la variable de salida y(t). Para minimizar este error y obtener un valor puntual aproximado, se usa
un estimador del valor de la resistencia del material conductor por el método de mı́nimos cuadrados
ordinarios.

El método de mı́nimos cuadrados utiliza la función costo (5.9), para minimizar la diferencia entre
el valor medido en el sistema y(t) y el valor estimado ŷ(t). Siendo el voltaje estimado ŷ(t) el producto
de la resistencia R y la corriente medida u(t) con la forma:

ŷ(t) = Ru(t) (5.8)

Para minimizar la diferencia entre los valores estimados y medidos, se propone el parámetro θ, que
en este caso depende del valor de R:

VN (θ) =
1

N

N∑
t=1

[y(t)− ŷ(t|θ)]2 (5.9)

sustituyendo (5.8) en (5.9) resulta:

VN (R) =
1

N

N∑
t=1

[y(t)−Ru(t)]
2

(5.10)

donde el parámetro de estimación R̂ se obtiene por medio de (5.11):

R = argmı́n VN (R) (5.11)

aqúı argmı́n indica el argumento a minimizar, es decir, el valor de R que minimiza VN , y como (5.10)
es cuadrático en R, es posible determinar el valor mı́nimo si se derivada y se iguala a cero:

0 =
d

dR
VN (R) =

2

N

N∑
t=1

u(t)[y(t)− R̂uT (t)] (5.12)
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expandiendo los términos semejantes del producto en (5.12):

N∑
t=1

R̂u(t)uT (t) =

N∑
t=1

u(t)y(t) (5.13)

finalmente, para obtener la estimación R̂, se puede reescribir (5.13) como:

R̂ =

[
N∑
t=1

u(t)uT (t)

]−1 N∑
t=1

u(t)y(t) (5.14)

Considerando a u(t) como la medición de corriente y y(t) el voltaje, el parámetro R̂ es la resistencia
estimada del material conductor, el cual depende de N cantidad de puntos de medición.

La selección apropiada de la señal de excitación depende en gran medida del tipo de sistema a
identificar, aśı como de las capacidades del actuador que generará la señal de excitación en el sistema
experimental real. En este caso la fuente de corriente utilizada tiene ciertas limitaciones como: tiempo
de escritura, tiempo de transición de un valor de corriente inicial al próximo valor (aproximadamente
6A por 10ms), valor de carga mı́nimo entre las terminales, entre otros. Derivado de lo anterior, y con-
siderando la gran cantidad de ruido inherente en los sensores, se eligieron las señales pseudoaleatorias
normalizadas o secuencias de ruido blanco. Este tipo de señales convergen a un valor puntual cuando
se promedian, su distribución muestral no depende de los parámetros del sistema, son ampliamente
utilizadas y su aleatoriedad disminuye errores en señales de excitación secuenciales, además se extrae
mayor información del sistema cuando se realiza un análisis en frecuencia [27].

Al realizar la caracterización eléctrica de los espećımenes y obtener la estimación de resistencia
con el estimador de propiedades eléctricas, se propone que este parámetro eléctrico cambia cuando el
acero sufre mecanismos de reacción que oxiden, y subsecuente decarburen el material. En la siguiente
sección, se definen las pruebas experimentales para el estimador de propiedades eléctricas.

5.3.4 Definición de Experimentos

Las pruebas experimentales mostradas en Tabla 5.1 utilizaron una señal de entrada tipo pseudo-
aleatoria normalizada, con una media µ de 10A, y una desviación estándar σ unitaria. Se eligieron estos
estad́ısticos para evitar elevar la temperatura de los espećımenes y eludir mecanismos de oxidación en
el acero.

En cada experimento se vaŕıan los parámetros de la estimación de propiedades eléctricas: el número
de puntos N utilizados para cada estimación y el número de estimaciones Nrep sucesivas. Cada dato
se inyecta al sistema de caracterización eléctrica con un periodo de Ts = 50ms. Esta velocidad de
muestreo se define con base en la descripción del sistema embebido de aplicación en Tiempo-Real de
la Sección 5.8. Con lo anterior, la duración total de cada prueba se calcula con:

D = N ×Nrep × Ts (5.15)

siendo N el número de mediciones por estimación y Nrep el número de estimaciones sucesivas.

Esta experimentación tiene la finalidad de valorar el desempeño y la exactitud del estimador de
propiedades eléctricas bajo diferentes parámetros de operación: señal de excitación u(t), número de
puntos por estimación N y números experimentos NRep por cada espécimen. Sin embargo, la decar-
burización es una reacción rápida que se ve favorecida termodinámica a altas temperaturas y la capa
oxidante crece en cuestión de minutos, alterando la resistividad eléctrica del material, si se utilizara la
mejor estimación en un tratamiento térmico, el parámetro se veŕıa afectado durante la prueba. Por lo
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Tabla 5.1: Experimentación del estimador de propiedades eléctricas.

No. Caracteŕısticas de Entrada Duración
N , Nrep

1 1024 , 300 4h 16min
2 1024 , 150 2h 8min
3 1024 , 75 1h 4min
4 1024 , 33 28min
5 1024 , 20 17min

6 512 , 300 2h 8min
7 512 , 150 1h 4min
8 512 , 75 32min
9 512 , 33 14min
10 512 , 20 8min

11 256 , 300 1h 4min
12 256 , 150 32min
13 256 , 75 16min
14 256 , 33 7min
15 256 , 20 4min

tanto, un equilibrio entre el número de puntos, cantidad de experimentos y duración de la prueba es
deseado.

Con los resultados de estas pruebas, es posible determinar los estad́ısticos de media y desviación
estándar de las estimaciones obtenidas y se pueden aproximar a una distribución normal. Por lo tanto,
si se considera el intervalo [µ− 2σ, µ+ 2σ] se podrá tener un 95 % de certeza en las estimaciones.

Una vez implementado el estimador de propiedades eléctricas en el sistema de caracterización,
se procede a la segunda etapa de la metodoloǵıa experimental, la cual consiste en la exposición de
los espećımenes a reacciones sólido-gas para la generación de mecanismos de reacción e incidir en el
crecimiento de la capa de decarburización.

5.4 Reacciones Sólido-Gas

El propósito de llevar a cabo un tratamiento térmico en los espećımenes de acero es desencadenar
mecanismos de reacción entre el acero y los gases en la atmósfera del horno para propiciar la oxidación,
y posteriormente, generar una capa decarburada en la superficie del acero. Con base en la Sección 4.18,
para tener una reacción sólido-gas controlada los espećımenes se sometieron a tratamientos térmicos
de 900◦C con experimentos a distintos tiempos de calentamiento: 5, 10, 15 y 30min.

Para esto, la Figura 5.10 muestra el horno CHY-1700, el cual contiene un tubo de vaćıo horizontal
utilizado para el tratamiento térmico. Según [109], el horno contiene un controlador programable capaz
de alcanzar la temperatura de 1700◦C.

De acuerdo a las especificaciones del horno [109], se programa una curva de calentamiento con una
pendiente de calentamiento y enfriamiento de 10◦C/min.

Es importante resaltar el tipo de atmósfera a la cual se exponen los espećımenes de acero durante
el tratamiento térmico. Para garantizar un análisis de decarburización a una temperatura de 900◦C
durante 5, 10, 15 o 30min se establece una exposición de O2 a 20.17 % (atmósfera terrestre). Sin em-
bargo, el horno de vaćıo requiere considerar un lapso de tiempo para la pendiente de calentamiento y
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Figura 5.10: Horno de vaćıo tubular con cámara cerámica CHY-1700 ChengYi [109].

de enfriamiento, propiciando la oxidación del espécimen antes de alcanzar los 900◦C; por lo tanto, se
establece una atmósfera que minimice el efecto de la decarburización durante estos periodos.

De acuerdo a [110], exponer al acero bajo condiciones de vaćıo; es decir, reducir la densidad de
part́ıculas en la atmósfera del horno a una presión de 1× 10−3 Torr o 1× 10−1 Pa disminuiŕıa consi-
derablemente el efecto de oxidación en la aleación metálica, y por consecuencia, el efecto de decarbu-
rización en la superficie del material seŕıa mı́nimo.

Con base en lo anterior, el controlador del horno se programa con una curva de calentamiento como
se muestra en la Figura 5.11. La imagen muestra que para elevar la temperatura del horno a 900◦C
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Figura 5.11: Curva de calentamiento del horno.

(considerando la pendiente de calentamiento de 10◦C/min), se establece la distancia entre t0 − tc1
de 90min con una atmósfera al vaćıo de 1× 10−3 Torr de presión; después, se define la duración del
tratamiento térmico tc1−tc2 de acuerdo al experimento: 5, 10, 15 o 30min con una atmósfera compuesta
por 20.17 % de O2, y finalmente, la pendiente de enfriamiento y su atmósfera debe ser la misma que
de calentamiento (vaćıo a 1× 10−3 Torr durante 90min); por lo tanto, el intervalo de tiempo dado por
tc2 − tf se establece de 90min.

Para esta investigación, se implementaron 4 curvas de calentamiento distintas, donde las pendientes
de enfriamiento y calentamiento se mantuvieron constantes a lo largo de todas las experimentaciones;
sin embargo, se modificó la duración de exposición a 900◦C constantes; es decir, el intervalo de tiempo
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tc1 − tc2. Estas curvas de calentamiento se proponen para incidir la oxidación entre el espécimen y la
atmósfera, generando una capa de decarburización.

Con sustento en [111] se ha demostrado que los aceros AISI-1045 con tratamientos térmicos mayores
de 1h a 900− 1000◦C generan cambios en las propiedades f́ısicas y qúımicas del material; por ende, en
esta investigación se definen tiempos de calentamiento menores de 1h a 900◦C.

Para asignar el tiempo de calentamiento e implementar un diseño experimental totalmente aleatorio
(Completely Random Experiment Design, CRED) con base en [112, 113], se utilizaron 8 espećımenes
de acero AISI-1045; de esta manera, es posible identificar si la variabilidad en los parámetros eléctricos
se debe a un mal montaje en cualquier experimentación. A cada espécimen de acero se le asignó un
nombre de identificación y una duración del tratamiento térmico de manera aleatoria como se muestra
en la Tabla 5.2. Se duplicaron los 4 tiempos de calentamiento en dos espećımenes diferentes para
mostrar que existe repetitividad en la experimentación. Como resultado de este tratamiento térmico,
en cada espécimen de acero se genera una profundidad de capa decarburizada en función de la curva
de calentamiento y el tiempo de exposición.

Tabla 5.2: Duración de reacciones sólido-gas en espećımenes.

Nombre de espécimen Duración a 900 ◦C
(min)

P1 15
P2 5
P3 30
P4 5
P5 15
P6 30
P7 10
P8 10

En la siguiente sección se detalla la tercera etapa de la metodoloǵıa experimental, la cual se deno-
mina segunda caracterización eléctrica y tiene la función de revelar el efecto de la decarburización en
las propiedades eléctricas del material y comparar los resultados con las estimaciones de la primera
caracterización.

5.5 Segunda Caracterización Eléctrica

La segunda caracterización eléctrica tiene el propósito de volver a realizar mediciones experimenta-
les de voltaje y corriente sobre el espécimen de acero con cierto grado de decarburización producto de
las reacciones sólido-gas realizadas en la fase anterior. Al igual que la primera caracterización eléctrica,
los espećımenes se montan en el sistema de caracterización eléctrica de la Figura 5.6, se lleva a cabo la
prueba experimental de identificación de caracteŕısticas eléctricas y se retiran para montar el siguiente
espécimen.

Es importante notar cómo cambia la superficie de los espećımenes una vez expuestos al tratamiento
térmico. La Figura 5.12 muestra los cambios f́ısicos provocados por el calentamiento, en las imágenes
se observa una capa negra (FeO) que envuelve al material como resultado de la oxidación. Con la
intención de evitar el desprendimiento de esta cascarilla de óxido, los tiempos de calentamientos en los
experimentos son cortos.

Una vez obtenidos las mediciones experimentales previas y posteriores a las reacciones sólido-
gas, es posible realizar comparaciones en cuanto al impacto de los mecanismos de reacción en las
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(a) Condiciones iniciales. (b) Con un tratamiento de 900◦C por 10min.

Figura 5.12: Cambios f́ısicos en espécimen de acero.

propiedades eléctricas del acero debido a la oxidación y a la profundidad de la capa decarburada. Sin
embargo, estudiar los efectos microestructurales de los experimentos térmicos mediante el revelado
óptico metalográfico sobre los espećımenes provee una validación a la correlación entre las propiedades
eléctricas y los efectos de los mecanismos de reacción.

5.6 Revelado Óptico Metalográfico

El objetivo del revelado óptico metalográfico es obtener una imagen de las microestructuras en los
espećımenes de acero para realizar mediciones en la profundidad de la capa decarburizada mediante
imágenes.

De acuerdo a la Sección 4.19, la metodoloǵıa metalográfica permite conocer las propiedades f́ısicas
y qúımicas del material con base en el estudio de las microestructuras. Con lo anterior, se condujo una
metodoloǵıa de análisis metalográfico para espećımenes de acero AISI-1045 expuestos a un tratamiento
térmico.

5.6.1 Documentación

De acuerdo a [114, 115], en el análisis de las microestructuras en el acero AISI-1045 se muestra
la Figura 5.13a con una revelación óptica donde se aprecian los granos microconstituyentes de ferrita
(estructuras delimitadas de color blanco), este acero se encuentra normalizado y no se ha expuesto a
reacciones sólido-gas de calentamiento en su estructura. Por otro lado, al realizar el revelado óptico
en un acero AISI-1045 expuesto a un tratamiento térmico, se espera un grado de decarburización en
la superficie del acero como se muestra en la Figura 5.13b. El fenómeno de decarburización se observa
cómo la cantidad de ferrita con ausencia de carbono predomina en la microestructura, los granos
tienden a fusionarse y se difunden en la superficie del espécimen.

5.6.2 Sección y Corte

Como se busca analizar la capa de decarburización en las probetas expuestas al tratamiento térmico,
la zona de interés se ubica en la orilla del espécimen. Por consiguiente, se realiza un corte transversal
para estudiar la profundidad de la capa decarburada en el peŕımetro de la probeta. La Figura 5.14a
muestra un espécimen de acero con un calentamiento de 900◦C a 10min con un corte realizado a
8mm de un extremo del espécimen con la máquina Struers Labotom 3 a una velocidad de 3540rpm y
utilizando un disco abrasivo de alumina.
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(a) Acero en condiciones iniciales [114]. (b) Acero con decarburización [115].

Figura 5.13: Microestructuras en acero de bajo carbono.

5.6.3 Montaje

Una vez obtenido un segmento del espécimen, se realiza el encapsulado en polimetilmetacrilato
(PMMA), el cual es un compuesto plástico con una alta resistencia al rayado utilizado para crear
baquelitas transparentes. Esta baquelita permite proteger el borde del material y mantener la integri-
dad de sus microestructuras; además, mejora el manejo de las muestras para su posterior desbaste.
La Figura 5.14b muestra el segmento del espécimen de 8mm montado en la baquelita transparente
utilizando el equipo CitoPress-1.

(a) Espécimen con corte transversal. (b) Espécimen encapsulado en lucita.

Figura 5.14: Corte y encapsulado de espećımenes de acero.

5.6.4 Desbaste y Pulido

Para aplanar el espécimen y reducir el daño producido por el corte, se realizó un desbaste con
abrasivos de SiC de distintos tamaños de part́ıcula. Para un desbaste grueso, se utilizaron los siguientes
grados-P de abrasivo de SiC en el siguiente orden: 80, 100, 150, 180 y 240. Después, se realiza un desbaste
fino con los grados-P: P320, P400, P600, P1000, P1200, P1500 y P2000.

Una vez desbastado el espécimen con la baquelita, el pulido elimina el daño superficial generado
por el desbaste, el montaje y el corte. La Figura 5.15a muestra la baquelita transparente siendo pulida
con alúmina MicroPolish 0.3µ sobre un disco de microfibra.

Después del pulido, se realiza un baño en una tina de ultrasonido con agua y alcohol isoproṕılico
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durante 5min o hasta que deje de generar burbujas entre el espécimen y la baquelita, tal como se
muestra en la Figura 5.15b. Este baño tiene la finalidad de eliminar restos de alúmina que pudieron
haberse introducido entre la baquelita de lucita y el espécimen, ocasionando que el posterior ataque
qúımico no se realice con uniformidad.

(a) Pulido en alúmina Micropolish. (b) Baño de ultrasonido.

Figura 5.15: Pulido y baño de espećımenes de acero.

5.6.5 Grabado o Ataque Qúımico

Para mejorar las caracteŕısticas microestructurales al momento de realizar el revelado óptico, se
realiza un ataque qúımico que resalta las microestructuras de interés. De acuerdo a la Tabla 4.4, para
el acero AISI-1045 se hace un ataque con nital al 3 %; sin embargo, la metodoloǵıa de revelado indica
una inmersión del espécimen por unos segundos. Con lo anterior, se realizaron 3 ataques qúımicos en
un espécimen durante 5, 10 y 15s como se muestra en la Figura 5.16.

(a) Inmersión por 5s. (b) Inmersión por 10s. (c) Inmersión por 15s.

Figura 5.16: Ataque qúımico de nital 3 %.

En la Figura 5.16a no se observa claramente los granos de ferrita del acero; por otra parte, en la
Figura 5.16b se contrasta ligeramente la microestructura en la superficie del espécimen y se aprecian los
granos microestructurales del acero. La Figura 5.16c muestra el mejor contraste de microestructuras
en todo el material, se observan de manera ńıtida los ĺımites de grano microestructural y en el fondo
negro es posible apreciar si se genera cascarilla de FeO; por estas razones, se define un ataque qúımico
con 15s de inmersión en nital a todos los espećımenes.
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5.6.6 Análisis Metalográfico

Una vez aplicado el ataque qúımico, los espećımenes se encuentran preparados para el análisis
microestructural, para esto se utiliza un microscopio de campo luminoso (Bright Field, BF) para el
análisis metalográfico. La Figura 5.17 muestra el microscopio Zeiss con la baquelita colocada en el
lente. El microscopio transmite directamente al monitor del ordenador para procesar las imágenes y
obtener instantáneas en zonas espećıficas de interés en la microestructura del material.

(a) Colocación de espécimen en microscopio. (b) Análisis de imagen en ordenador.

Figura 5.17: Análisis metalográfico a través de microscopio de BF.

Con las imágenes metalográficas de los espećımenes, es posible medir la profundidad de la capa
decarburada mediante técnicas de procesamiento de imágenes. En la siguiente sección se explica la me-
todoloǵıa para la medición de la capa decarburada con base en las imágenes obtenidas del microscopio
de BF.

5.7 Procesamiento de Imágenes Metalográficas

La metodoloǵıa de medición de la capa decarburizada en imágenes metalográficas es un proceso
emṕırico con un gran margen de error, el cual a partir de unas cuantas ĺıneas trazadas por el in-
vestigador a lo largo de la ferrita decarburada se estima una profundidad [116–118]. Sin embargo,
en investigaciones recientes [119, 120] se ha optado por el análisis digital de imágenes para medir la
decarburización.

En esta investigación se desarrolla una metodoloǵıa de procesamiento basado en el software ImageJ
distribución Fiji, donde se realizan mediciones del área total de decarburización visible en la imagen y se
obtienen sus estad́ısticos como la media, desviación estándar y el histograma de mediciones realizadas.
A partir de estos estad́ısticos, es posible realizar un análisis inferencial de la profundidad de capa
decarburada.

Para medir la capa decarburada en las imágenes, se realiza un conteo de la cantidad de ṕıxeles que
abarcan los granos microestructurales decarburados en la superficie del espécimen. El procesamiento
de imágenes realiza una segmentación o división de la zona de interés en rebanadas (slices) de 1 pixel
de ancho. Después, se implementa un script que cuenta la cantidad de ṕıxeles de largo de cada slice
y se genera una base de datos con la medición. A partir de estas mediciones, es posible realizar una
estimación estad́ıstica descriptiva de la profundidad de decarburización. En este proceso se distinguen
cuatro fases: i) pre-procesamiento de imagen, ii) fusión de regiones, iii) creación de máscara y iv)
caracterización estad́ıstica. En las siguientes secciones se describe cada fase.
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5.7.1 Pre-procesamiento de Imagen

El objetivo de esta fase es identificar el área de decarburización a través de las imágenes meta-
lográficas. Debido a la forma ciĺındrica de los espećımenes, las metalograf́ıas presentan un grado de
curvatura y es necesario parametrizar la longitud de arco en cada una de las metalograf́ıas.

Por lo tanto, se realiza un enderezado (“straighten”) de imagen, el cual permite una segmentación
lineal de slices sin alterar el tamaño de grano, como se observa en la Figura 5.18.

(a) Metalograf́ıa obtenida del microscopio BF.

(b) Metalograf́ıa con enderezado.

Figura 5.18: ”Straighten” de imágenes metalográficas.

5.7.2 Fusión de Regiones

Una vez enderezada la metalograf́ıa, esta fase tiene como objetivo identificar y delimitar las zonas
descarburadas a partir de los ĺımites de grano microestructurales; es decir, establecer un área de
decarburización a partir de la ferrita descarburada en la superficie del espécimen.

Con el fin de eliminar los ĺımites de grano entre microestructuras similares, se le aplica un filtro de
mediana (‘median filter”, MF ) a la metalograf́ıa con straighten mostrado en la Figura 5.19a. Con base
en [121], el algoritmo de la MF reemplaza cada pixel con el valor de la mediana de hasta n ṕıxeles de
radio. Utilizando este método, es posible segmentar los granos microestructurales de distintas fases.
Para las metalograf́ıas obtenidas en esta investigación, se establece un radio de 9 ṕıxeles.

Después, se utiliza un algoritmo de fusión estad́ıstica de regiones (‘statistical region merging”,
SRM ) implementado en Fiji, el cual separa la imagen en regiones con intensidades o colores similares.
Es importante considerar que el SRM trabaja con imágenes de 8 bits; por lo tanto, es necesaria una
conversión de la imagen previa a la implementación del algoritmo de fusión estad́ıstica. De acuerdo
a [122], el SRM comienza con una región de un pixel de radio y luego aplica una prueba estad́ıstica
en las regiones adyacentes (en orden ascendente de diferencias de intensidad) para determinar si las
intensidades medias son lo suficientemente similares para fusionarse. El algoritmo puede ajustarse
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estableciendo la cantidad de regiones en la imagen mediante el parámetro Q.

(a) Aplicación de filtro de mediana.

(b) Implementación de ‘statistical region merging”.

Figura 5.19: Proceso de fusión de regiones en metalograf́ıas.

La Figura 5.19b muestra la metalograf́ıa después de aplicarse la conversión a 8 bits e implementarse
el algoritmo SRM con un Q = 4.8. Se puede observar cómo el MF logra reducir los ĺımites de grano
en la imagen, permitiendo al SRM delimitar áreas estad́ısticamente similares, que corresponden a
microestructuras adyacentes semejantes.

5.7.3 Creación de Máscara

El propósito de esta fase es seleccionar y validar las zonas decarburizadas a partir de los parámetros
establecidos en la fase de fusión de regiones. Para esto, se escogen las áreas en la superficie del material
con la herramienta (“wand tool”). Según [123], esta herramienta crea una selección trazando objetos
de un color uniforme o con una tolerancia configurable. La tolerancia permite seleccionar ṕıxeles
adyacentes a la selección realizada por el usuario. Con esta herramienta es posible marcar todas las
áreas que se consideran zonas decarburadas, en la Figura 5.20a se estableció una tolerancia de 10
pixeles de área.

Como se observa en la Figura 5.20b, para validar que la selección de las regiones pertenecen a las
zonas decarburadas, es posible realizar una sobreposición de las zonas seleccionadas sobre la metalo-
graf́ıa enderezada. De esta manera, el usuario tiene la capacidad de validar que las zonas seleccionadas
son de interés o si es necesario modificar los parámetros introducidos en la fase de fusión de regiones
y/o en la creación de la máscara.

Finalmente, se realiza una segmentación de la selección con el resto de la imagen. Para esto se
crea una máscara, la cual convierte la imagen a colores binarios blanco y negro [124]. La Figura 5.20c
muestra que la máscara convierte las zonas seleccionadas con color blanco y el resto de la imagen a un
fondo negro. Esta máscara contiene los granos microestructurales decarburados por los efectos de las
reacciones sólido-gas en el espécimen.
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(a) Selección de regiones con “wand tool”.

(b) Validación de selección con metalograf́ıa original enderezada.

(c) Máscara de zona decarburada.

Figura 5.20: Creación de máscara de decarburización.

5.7.4 Caracterización Estad́ıstica

El objetivo de la caracterización estad́ıstica es utilizar el script para procesar la máscara en datos
estad́ısticos que cuantifiquen la zona decarburada.

El script divide el área total de la máscara en slices o ĺıneas de 1 pixel de ancho y n ṕıxeles de
largo, bajo el mismo principio de las sumas de Riemann. De acuerdo a [125], el principio de las sumas
de Riemann menciona que es posible aproximar el área de una figura irregular si el ancho de cada slice
o segmento es lo suficientemente pequeño o ∆x → 0. De esta forma, es posible contar los ṕıxeles de
largo de cada slice y asociarlo a una distancia conocida. Las metalograf́ıas obtenidas del microscopio
entregan una escala real del espécimen y se obtiene que 300ṕıxeles ≈ 50µm.

Como se muestra en la Figura 5.21a, el script entrega una base de datos en un archivo de valores
separados por coma (comma-separated values, CSV) con las mediciones de los slices en metros y genera
un histograma con los estad́ısticos de: no. de segmentos, media, desviación estándar, entre otros, y
despliega una gráfica con el tamaño de cada slice, como se observa en la Figura 5.21b.

Con estos datos es posible realizar un análisis estad́ıstico de la profundidad de capa decarbura-
da y caracterizar la capa decarburada con distintas curvas de calentamiento. Los resultados de esta
caracterización en todos los espećımenes se discutirán con mayor detalle en el Caṕıtulo 6.
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(a) Histograma de mediciones. (b) Medición de slices con respecto a su posición en máscara.

Figura 5.21: Descripción estad́ıstica de metalograf́ıas.

Otra área de desarrollo en esta investigación es la obtención de información experimental repro-
ducible para la caracterización eléctrica de los espećımenes. Se plantea entonces la implementación de
un sistema embebido con aplicación en Tiempo Real. Este sistema mide las propiedades eléctricas de
corriente y voltaje sobre el espécimen de manera śıncrona y reproducible. En la siguiente sección se
detalla el desarrollo de este sistema y su implementación en un sistema de calentamiento por efecto
Joule.

5.8 Sistema Embebido de Aplicación en Tiempo Real

En la Sección 5.1 se detalló el objetivo de las caracterizaciones eléctricas sobre los espećımenes de
acero, en donde se realizan mediciones de voltaje y corriente para estimar la resistencia eléctrica en
condiciones iniciales (primera caracterización eléctrica) y su cambio de resistencia cuando se expone a
las reacciones sólido-gas, generando una oxidación en el material, y por ende, una capa descarburada
(segunda caracterización eléctrica). Estas mediciones se obtienen mediante un sistema embebido de
aplicación en Tiempo Real (“Real-Time Application”, RTA), el cual configura los sensores de corriente
y voltaje del sistema de caracterización eléctrica para realizar mediciones en el espécimen.

Una RTA confiere a un sistema la capacidad de procesar un conjunto de operaciones en un periodo
de tiempo espećıfico [126]. Esta caracteŕıstica permite al sistema de caracterización eléctrica obtener
un conjunto de datos experimentales equidistantes y asegura la reproducibilidad en la experimentación
en todos los espećımenes de acero.

Para esta investigación, se utilizó un sistema RTA de National Instruments en LabView [127], el
cual consta de un chasis modular NI cRIO-9076 CompactRio, un módulo de entrada NI9219 y un
módulo de salida NI9264.

Según [128], el controlador embebido cRIO-9076 mostrado en la Figura 5.22 es ideal en aplicaciones
de control y monitoreo, con la capacidad de configurar hasta 4 módulos de propósito espećıfico.

Por otro lado, como se observa en la Figura 5.23a el NI9219 es un módulo con 4 canales indepen-
dientes de convertidores analógico a digital (“analog-to-digital converter”, ADC) diseñados para tomar
hasta 1× 105 mediciones por segundo provenientes de sensores de voltaje, corriente, termoacopladores,
entre otros [129].

Es posible configurar el NI9219 en función al tipo de señal a la entrada del ADC, para esta inves-
tigación se utilizaron las configuraciones internas mostradas en la Figura 5.24, las cuales procesan las
señales analógicas de corriente y voltaje provenientes del sistema de caracterización eléctrica.
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Figura 5.22: Controlador NI cRIO-9076 [128].

(a) Módulo NI9219 [129]. (b) Módulo NI9264 [130].

Figura 5.23: Módulos del sistema embebido de aplicación en Tiempo Real.

(a) Medición de voltaje [129]. (b) Medición de corriente [129].

Figura 5.24: Configuraciones del módulo NI9219.

De la misma manera, en la Figura 5.23b se muestra el módulo NI9264 contiene 16 convertidores
digitales a analógicos (“digital-to-analog converter”, DAC) los cuales producen una señal de voltaje
analógica de hasta ±10V [130]. Este módulo permite controlar la cantidad de corriente que inyecta
la fuente de alimentación al sistema de caracterización eléctrica. Ambos módulos son utilizados en
conjunto con el controlador NI9219 para programarse en un ordenador.

De acuerdo a [131], para la implementación del sistema embebido se configuran instrumentos vir-
tuales (“Virtual Instrument”, VI ) en una arquitectura de programación de tiempo cŕıtico; es decir,
en un periodo definido de tiempo se le asignan tareas de al controlador NI9219 (alta prioridad) y se
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delegan otros procesos al ordenador huésped host en donde se realiza la programación y ejecución de
LabView (baja prioridad). Para desarrollar esta arquitectura, el proyecto debe contener: i) archivos
de entrada y salida (“input/output, I/O), ii) administración de tareas e iii) interfaz de usuario. En las
siguientes secciones se describen estas caracteŕısticas.

5.8.1 Archivos de Entrada y Salida

Para la caracterización eléctrica de los espećımenes de acero mediante métodos de identificación
de sistemas, es necesario que el sistema embebido obtenga datos experimentales que representen la
respuesta del sistema en función de la entrada que se le aplique. Por lo tanto, como se muestra en la
Figura 5.25, el sistema RTA lee un archivo CSV con la señal discretizada de entrada que la fuente de
alimentación inyecta a los espećımenes de acero; por otro lado, se procesan las mediciones de voltaje
y corriente sobre el espécimen y se escriben en otro archivo en formato CSV.

Figura 5.25: Diagrama de manejo de datos.

5.8.2 Administración de Tareas

La administración de tareas comprende la configuración de los componentes f́ısicos (sensores, módu-
los, controladores, entre otros) y la programación de sus funciones. La programación de cada función
se realiza mediante segmentos de código secuenciales, los cuales se ejecutan en sincrońıa con el reloj
del procesador. A estos segmentos de código se les denomina ciclos śıncronos [127].

Según [131], el módulo RTA de LabVIEW permite la comunicación entre múltiples ciclos śıncronos
mediante variables compartidas, las cuales actúan como memorias intermedias (buffers) de escritura y
lectura. El uso de estos buffers permite almacenar una gran cantidad de mediciones obtenidas de los
ADC. Es posible programar el módulo RTA con una configuración a uno o dos ciclos śıncronos:

Un ciclo śıncrono. Controla la sincronización y la ejecución de todas las tareas en el sistema.

Dos ciclos śıncronos. Se configura a un ciclo como alta prioridad con la sincrońıa del controlador
NI9219 y se encarga de controlar las tareas de tiempo cŕıtico, mientras que el ciclo de baja
prioridad contiene las tareas que realiza el ordenador host.

En la implementación del módulo RTA en el sistema de caracterización eléctrica, se consideran
procesos de tiempo cŕıtico (alta prioridad) a la señal de excitación y la medición experimental de
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voltaje y corriente en el sistema, mientras que la interfaz del usuario y el manejo del archivo de salida
pasan a ser tareas de baja prioridad.

Una vez establecidas las funciones de acuerdo a su prioridad, se configuran los sensores y los módulos
RTA con base en el tutorial [132], el cual sugiere una estructura secuencial a tres pasos con dos ciclos
śıncronos, como se observa en la Figura 5.26.

(a) Estructura secuencial con arquitectura a dos ciclos.

(b) Configuración del sistema embebido en la estructura secuencial.

Figura 5.26: Implementación del sistema de embebido con RTA.

Además, se realiza una división de las tareas del sistema embebido en tres bloques secuenciales:

Encendido (startup). En esta sección se inicializa la variable compartida y se leen los datos del
archivo CSV de entrada.

Experimentación (run). Contiene la arquitectura a dos ciclos śıncronos. En el ciclo de alta priori-
dad se realizan las mediciones de los sensores de voltaje y corriente, se almacenan en la variable
compartida y se inyecta la corriente de entrada al sistema. En el ciclo de baja prioridad se escriben
los datos provenientes de la variable compartida y se grafican en la interfaz de usuario.
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Apagado (shutdown). En este segmento se termina el proceso de experimentación, se apaga la
fuente de alimentación y se cierra el archivo CSV de salida.

Otra caracteŕıstica del sistema RTA es la capacidad de definir una frecuencia de muestreo constante
o periodo de escaneo; es decir, el tiempo que tarda el ciclo de alta prioridad en realizar todas sus tareas.
Para establecer este tiempo de escaneo se toma en cuenta las limitaciones f́ısicas de los componentes
del sistema y se valida con instrumentos de visualización electrónica.

En la Figura 5.27 se observa que el sistema embebido implementado es capaz de conmutar pe-
queñas variaciones en la corriente a una velocidad de 40 ms. Sin embargo, en pruebas experimentales
subsecuentes se observó que, con un periodo de escaneo de 50 ms, el sistema de caracterización eléctri-
ca muestra un correcto funcionamiento en la inyección de corriente al sistema y la medición de los
parámetros eléctricos de interés.

Figura 5.27: Medición de corriente mediante instrumentación electrónica.

5.8.3 Interfaz de usuario

El objetivo de la interfaz es permitir al usuario confirmar visualmente que las mediciones de los
sensores se estén llevando a cabo de manera adecuada durante la experimentación. En el tutorial
[132] se sugiere la visualización en tiempo real de los datos experimentales durante las pruebas de
caracterización eléctrica.

Como se observa en la Figura 5.28, la interfaz de usuario implementada para el sistema RTA
contiene dos gráficas con el historial de mediciones realizadas de voltaje y corriente; a la derecha
estas gráficas se muestran indicadores de magnitud de la medición más reciente hecha por los sensores
de ambos parámetros eléctricos y un botón de parada (stop), el cual inicia el bloque secuencial de
apagado y termina la experimentación. Con respecto a las gráficas, en el plano de corriente se dibujan
los valores de entrada del sistema y la medición de corriente, mientras que la gráfica de voltaje se
muestra la medición experimental de este parámetro eléctrico.

5.9 Conclusión del Caṕıtulo

En este caṕıtulo se describió la metodoloǵıa experimental para la caracterización de propiedades
eléctricas en los espećımenes de acero AISI-1045. Este proceso involucra la medición de voltaje y
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Figura 5.28: Interfaz de usuario.

corriente de los espećımenes para obtener datos experimentales y procesarlos mediante identificación
de sistemas, después los espećımenes se exponen a reacciones sólido-gas, con distintos tiempos de
exposición, incidiendo la oxidación y generando una capa decarburada en la superficie del material.
Una vez realizado el tratamiento térmico, se realiza una segunda caracterización y se correlacionan
los cambios en los parámetros eléctricos con respecto a la primera caracterización. Finalmente, para
validar la generación de la capa decarburada se realiza un revelado óptico metalográfico y se obtiene
una base de datos con la profundidad de decarburización en todos los espećımenes. Para asegurar la
reproducibilidad y establecer un periodo de muestreo definido en la medición de voltaje y corriente, se
implementó un sistema embebido de aplicación en tiempo real, el cual permite excitar el sistema de
caracterización eléctrica con señales conocidas y analizar su respuesta.
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Caṕıtulo 6

Análisis de los Resultados

En este caṕıtulo se exponen los resultados obtenidos al implementar la metodoloǵıa experimental
en los espećımenes de acero AISI-1045. En la sección de estimador de propiedades eléctricas se elige
el mejor estimador para su uso en el sistema de caracterización eléctrica con base en sus estad́ısticos
de media y desviación estándar. Posteriormente, se implementa este estimador para caracterizar la
resistencia eléctrica en los espećımenes y se hace la comparación con un método directo de estimación
de resistencia; además, se comprueba estad́ısticamente mediante el ANOVA si existe una relación
entre la decarburización del acero y la resistencia eléctrica. Finalmente, se realiza un procesamiento
metalográfico de los espećımenes para medir la profundidad de capa decarburada.

6.1 Estimador de Propiedades Eléctricas

En la Sección 5.3 se calculó una resistencia de acuerdo a las propiedades del sistema de caracte-
rización eléctrica de 300µΩ y se definió una experimentación para determinar los parámetros para el
estimador de propiedades eléctrica.

La Tabla 6.1 muestra los datos estad́ısticos de media y desviación estándar del conjunto de estima-
ciones. Las 15 configuraciones del estimador se implementaron en tres espećımenes de acero AISI-1045;
es decir, se realizaron 45 experimentos diferentes para determinar las caracteŕısticas del estimador de
propiedades eléctricas.

Los estad́ısticos de las pruebas reflejan que mientras más grande sea el número de puntos N en
cada estimación, tiende a reducirse la dispersión en las estimaciones. Y esto fue consistente en los tres
espećımenes de acero. En base a los resultados de la Tabla 6.1, y considerando que el intervalo [µ −
2σ, µ+2σ] contiene el 95 % de las estimaciones, se tiene entonces que la configuración número 1 calcula
valores de resistencia eléctrica en el intervalo: [313.23, 315.27]µΩ para el espécimen 1, [299.76, 301.84]µΩ
en el espécimen 2 y [310.17, 312.33]µΩ en el espécimen 3. Nótese que la media en los tres espećımenes
son cercanos a los 300µΩ calculados; por lo anterior, la variabilidad en los espećımenes puede atribuirse
a la no homogeneidad de la pieza de acero durante su producción o maquinado.

Con base en [27], se indica que la mejor estimación será la que incluya el mayor número de datos por
estimación N y el mayor número de estimaciones sucesivas Nrep. Por lo tanto, se considera la prueba
o configuración número 1 como la estimación más puntual de resistencia eléctrica en los espećımenes
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Tabla 6.1: Estad́ısticos obtenidos del estimador de propiedades eléctricas en tres es-
pećımenes de acero.

No. Espécimen 1 Espécimen 2 Espécimen 3
µ , σ (µΩ) µ , σ (µΩ) µ , σ (µΩ)

1 314.25 , 0.51 300.80 , 0.52 311.25 , 0.54
2 314.78 , 0.49 301.40 , 0.51 311.79 , 0.51
3 315.08 , 0.54 302.14 , 0.42 312.08 , 0.52
4 316.70 , 0.62 302.31 , 0.47 313.70 , 0.49
5 317.43 , 0.61 301.63 , 0.47 314.43 , 0.54

6 314.78 , 0.68 301.40 , 0.69 311.79 , 0.69
7 315.07 , 0.78 302.14 , 0.78 312.08 , 0.63
8 316.29 , 0.62 302.19 , 0.73 313.29 , 0.67
9 316.56 , 0.59 301.80 , 0.59 313.56 , 0.85
10 316.33 , 0.78 302.14 , 0.56 312.92 , 0.91

11 315.07 , 0.98 302.14 , 1 312.08 , 0.92
12 316.29 , 0.95 302.19 , 0.95 313.29 , 1.04
13 317.17 , 0.91 302.01 , 1.04 314.17 , 0.95
14 316.78 , 1.08 303.04 , 1.16 313.78 , 1
15 316.33 , 0.88 302.82 , 0.76 313.33 , 1.17

de acero AISI-1045 utilizados. Sin embargo, debido a que la decarburización es una reacción rápida,
la cual podŕıa cambiar la resistencia eléctrica del material en cuestión de minutos, utilizar el mejor
estimador tomaŕıa un tiempo de 4h 16min ocasionando alteraciones en los parámetros eléctricos y
resultados en una incorrecta estimación de resistencia; por lo tanto, se exploran configuraciones más
rápidas para esta aplicación.

Para determinar cuál es la mejor estimación para el sistema de caracterización eléctrica, es necesario
identificar cómo el número de datos N y el número de estimaciones sucesivas Nrep afectan la estimación
de la resistividad eléctrica en los espećımenes.

En la Figura 6.1 se muestran las estimaciones realizadas con el número de datos por estimación
N = 1024, pero con distintos valores de estimaciones sucesivas Nrep. En la imagen se observan los
histogramas de las estimaciones y sus aproximaciones a distribuciones normales con sus estad́ısticos
de media y desviación estándar. A partir de la graficación de estos datos, se determina que cuando
disminuye la cantidad de estimaciones sucesivas Nrep, existe un creciente desfase del valor medio de la
resistencia, se trazaron dos ĺıneas punteadas con el valor mı́nimo (314.25µΩ) y máximo (317.43µΩ) de
las medias para representar el rango de las estimaciones. El comportamiento observado en la imagen
consistente en los tres espećımenes estudiados.

Por otro lado, es necesario observar el comportamiento de las estimaciones cuando la cantidad de
estimaciones sucesivas Nrep se mantiene constante, pero con un número de datos N variable. En la ??
se muestra este comportamiento y se deduce que entre menor sea el número de datos N , mayor será
la variabilidad en las estimaciones. De la misma manera, se observa un rango de estimaciones con un
valor mı́nimo de 314.25µΩ y un valor máximo de 314.87µΩ.

En la experimentación, el estimador con la configuración 10 (N = 512, Nrep = 20) destacó por el
corto tiempo necesario para realizar cada estimación en 8mı́n y un valor de resistencia eléctrica en el in-
tervalo: [315.36, 318.48]µΩ para el espécimen 1, [302.02, 304.26]µΩ en el espécimen 2 y [312.1, 315.74]µΩ
en el espécimen 3. En la Figura 6.3 se compara este estimador (rojo) con otras dos configuraciones
mediante sus histogramas y aproximaciones a una distribución normal: la estimación más puntual
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Figura 6.1: Estimaciones de N = 1024 a distintos valores de Nrep en espécimen 1.
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Figura 6.2: Estimaciones de Nrep = 300 a distintos valores de N en espécimen 1.

N = 1024, Nrep = 300 (negro) y la estimación más rápida (cyan) N = 256, Nrep = 20 con una
duración de 4mı́n y la mayor dispersión en la estimación.

La estimación 10 tiene un número de datos por estimación considerable N = 512 y una reducida
cantidad de sucesiones sucesivas Nrep = 20, la cual difiere en menos de 3µΩ con las estimaciones más
puntuales (estimación 1), en una duración total 32 veces más reducida. Por lo anterior, este estimador
fue elegido para el sistema de caracterización eléctrica en el desarrollo experimental, ya que es ideal
para pruebas medición de capa decarburizada por su corto tiempo y precisión.

Una vez seleccionado el estimador para su implementación en las dos caracterizaciones eléctricas,
es posible compararlo con otros métodos de obtención de la resistividad eléctrica en los espećımenes de
acero. En la siguiente sección se describe la medición de la resistividad utilizando el método directo de

99



312 313 314 315 316 317 318 319 320

15

30

45

60

75

Resistencia (µΩ)

N
o.

d
e

re
p

et
ic

io
n

es

N = 1024 , Nrep = 300
N = 512 , Nrep = 20
N = 256 , Nrep = 20

Figura 6.3: Estimador N = 512, Nrep = 20 implementado en sistema de caracterización eléctrica
comparado con otras dos configuraciones.

voltaje y corriente en comparación con el estimador de propiedades eléctricas, y se realiza un ANOVA
del cambio de resistencia eléctrica en los espećımenes de acero.
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6.2 Análisis de Resistencia Eléctrica

Con base en los datos experimentales de voltaje y corriente obtenidos de la primera caracterización
eléctrica (sin capa decarburada) y de la segunda caracterización eléctrica (con capa decarburada), se
determinaron los estad́ısticos de media µ y desviación estándar σ de los parámetros eléctricos mediante
la relación directa entre voltaje, corriente y resistencia eléctrica con la ecuación (4.47), los cuales se
muestran en la Tabla 6.2.

Tabla 6.2: Datos estad́ısticos de resistencia en espećımenes.

Espécimen Sin decarburar Decarburado
µ , σ (µΩ) µ , σ (µΩ)

P1 314.12 , 15.21 258.66 , 19.43
P2 316.10 , 15.99 285.72 , 18.15
P3 226.11 , 18.04 249.61 , 23.36
P4 301.65 , 15.97 261.63 , 15.90
P5 314.12 , 15.21 252.32 , 15.72
P6 231.71 , 19.61 264.14 , 18.91
P7 273.52 , 11.60 300.94 , 11.60
P8 232.47 , 10.02 258.66 , 19.43

Una vez realizada la estimación de los parámetros eléctricos de los espećımenes en ambas carac-
terizaciones eléctricas, se realiza el ANOVA. Este análisis determina si las estimaciones de resistencia
previas a la decarburación, y con cierto grado de decarburización, tienen diferencias estad́ısticamente
significativas en cada espécimen; es decir, comprobar cuantitativamente que someter los espećımenes
a reacciones sólido-gas afecta la resistencia eléctrica.

Con base en [133], se implementa el ANOVA para calcular el nivel de significancia estad́ıstica. En el
análisis se introdujeron las estimaciones de resistencia eléctrica decarburadas y sin decarburar de todos
los espećımenes y se generaron los resultados mostrados en la Tabla 6.3 en formato APA, Este formato
arroja los estad́ısticos de: suma cuadrática de los datos, el valor f de la distribución Fisher-Snedecor
y el valor − p. Además, la tabla calcula la sumatoria cuadrática de los residuos, este valor se obtiene
de la diferencia entre cada estimación de resistencia y la media global de todos los datos y permite
cuantificar la variabilidad de los datos at́ıpicos que son mucho más grandes o más pequeños que el
resto.

Tabla 6.3: Tabla ANOVA.

Sumatoria cuadrática Valor F Valor-p

Resistencia 1.5− 8 18 0.0000263
Residuos 8.65e− 10

De acuerdo a [134], el estad́ıstico de la sumatoria de desviaciones cuadráticas (RSS ) y calcula la
variabilidad de las estimaciones con respecto a la media muestral, este valor se calcula mediante la
ecuación (3.43). El valor − p evalúa la hipótesis nula H0, la cual establece que todas las medias de
los grupos o conjunto de muestras son iguales entre śı y no existe una diferencia estad́ıstica en los
datos introducidos. Por lo tanto, si el valor − p < 0.05 la hipótesis nula se rechaza y se cumple con la
hipótesis H1, la cual afirma que alguna media de un conjunto de datos es distinta a las demás medias
del resto de valores.
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Este valor − p se obtiene de la distribución f, la cual cuantifica la variación entre la media de los
grupos; es decir, si la hipótesis nula H0 el valor F seŕıa muy cercano a 1, ya que mientras más grande
sea F, mayor será la variación entre las medias de los grupos.

Con lo anterior, al introducir las estimaciones de resistencia de todos los espećımenes con decar-
burización y sin decarburización se calcula un valor p < 0.00002; por lo tanto, se rechaza la hipótesis
nula H0 y se establece que existe una diferencia o relevancia estad́ıstica entre las medias de las esti-
maciones de resistencia eléctrica con la afirmación que la presencia de una capa de decarburización en
espećımenes de acero AISI-1045 modifica su resistencia eléctrica.

Sin embargo, el valor − p del ANOVA indica que existe una diferencia o relevancia estad́ıstica
entre las medias, pero no hace distinción en cada uno de los espećımenes. Para esto, se realiza el
análisis Tukey (Tukey Honest Significant Differences, TukeyHSD), el cual compara un par de conjuntos
mediante el ANOVA. La Tabla 6.4 muestra el análisis Tukey para los conjuntos de estimaciones en
las dos caracterizaciones eléctricas (con y sin capa decarburada) para cada uno de los espećımenes de
acero AISI-1045.

Tabla 6.4: Análisis TukeyHSD.

Espécimen Diferencia de medias Mı́nimo Máximo Valor-p
(µΩ) (µΩ) (µΩ)

1 57.5 55.8 59.3 < 0.00002
2 30.3 28.6 32.06 < 0.00002
3 21.8 20.1 23.5 < 0.00002
4 42.1 40.3 43.8 < 0.00002
5 58.3 56.6 60 < 0.00002
6 31.0 29.3 32.8 < 0.00002
7 17.5 15.8 19.2 < 0.00002
8 66.7 65 68.4 < 0.00002

De acuerdo a [135], el análisis Tukey entrega la diferencia de medias entre las estimaciones previas
y posteriores a las reacciones sólido-gas, los estad́ısticos de mı́nimo y máximo describen el intervalo
donde se puede estimar el valor de la diferencia de medias en un 95 %. De la misma manera que
el ANOVA, el valor − p en cada uno de los espećımenes se estima en un valor < 0.00002 en el
análisis Tukey, lo que significa que existe una diferencia o relevancia estad́ıstica entre las medias de las
estimaciones de resistencia eléctrica antes y después de exponerlos a reacciones sólido-gas en cada uno
de los ocho espećımenes estudiados; por lo tanto, la resistencia eléctrica se modifica como resultado de
la decarburización en toda la experimentación de esta investigación.

Una vez realizado el ANOVA y el análisis Tukey, es posible estudiar las estimaciones realizadas
con el estimador de propiedades eléctricas en comparación con otro tipo de estimaciones directas. por
medio de la Ley de Ohm.

En la Figura 6.4 se observan los histogramas de algunos espećımenes de acero, sus aproximaciones
a distribuciones normales de acuerdo a sus estad́ısticos. En la gráfica se aprecia cómo la estimación de
resistencia eléctrica mediante el método directo R = V/I cuenta con una alta dispersión, esto se debe
al ruido provenientes de los componentes del sistema, los instrumentos de medición, entre otros. Para
minimizar esta variabilidad se implementa el estimador de propiedades eléctricas descrito en la sección
anterior.

En la Figura 6.5 se observan los histogramas de las estimaciones de resistencia sobre un espécimen
de acero con el método directo (4.47) (gris) y utilizando el estimador de propiedades eléctricas (azul).
En la gráfica se observa una reducción en la variabilidad de las estimaciones de hasta un 92 % cuando
se hace uso del estimador de propiedades eléctricas en comparación con el método directo de R = V/I.
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Figura 6.4: Histogramas de resistencia experimental en espećımenes mediante método directo R = V/I.

En ambas estimaciones el valor de la media no se ve afectado, lo cual indica una minimización de las
variaciones presentes en el sistema sin alterar el cálculo de la resistencia eléctrica. Este comportamiento
se presentó en los ocho espećımenes de acero al utilizar el estimador de propiedades eléctricas.
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Figura 6.5: Estimación por método directo vs. estimador de propiedades eléctricas.

Una vez implementado el estimador de propiedades eléctricas en la primera caracterización eléctri-
ca, los espećımenes se someten a un tratamiento térmico para desencadenar mecanismos de reacción
entre el acero y los gases en la atmósfera, propiciar la oxidación, y posteriormente, generar una ca-
pa decarburada en la superficie del acero. Este proceso de reacciones sólido-gas genera cambios en
las propiedades eléctricas del acero AISI-1045 debido a los cambios microestructurales en la capa de
decarburización, y por lo tanto, una variabilidad en la estimación de la resistencia eléctrica de ca-
da espécimen utilizando las mismas caracteŕısticas de entrada y el mismo estimador de propiedades
eléctricas.

Con base en las estimaciones obtenidas de estas dos caracterizaciones eléctricas, en la Figura 6.6 se

103



5 10 15 30

−60

−40

−20

20

40

60

Tiempo de calentamiento a 900 ◦C (minutos)

R
es

is
te

n
ci

a
es

ti
m

ad
a

(µ
Ω

)

Resistencia Estimada

Figura 6.6: Gráfica de variabilidad de resistencia eléctrica en espećımenes.

grafica el cambio de resistencia eléctrica de los espećımenes de acero al ser sometidos a las reacciones
sólido-gas. En la imagen se observa una reducción en la resistencia cuando el espécimen se calienta a
900◦C durante 5 y 15 mı́n; sin embargo, cuando el acero AISI-1045 sufre un tratamiento térmico de
900◦C durante 10 y 30 mı́n la resistencia estimada aumenta.

Esta fluctuación se debe a que la generación de la capa de FeO en la capa superficial del acero
reduce la cantidad de carbono en el espécimen, el cual propicia la oxidación en la superficie del material,
y subsecuentemente, la generación de la capa de decarburización. En la imagen se traza una ĺınea
punteada (magenta) la cual marca una de tendencia considerando los cambios de resistencia eléctrica
en todas las experimentaciones. Esto se debe a que conforme aumenta el déficit de carbono en el
material, en la red cristalina se generan dislocaciones entre granos microestructurales del acero AISI-
1045, y por ende, la resistencia eléctrica tiende a aumentar.

Por lo anterior, en la siguiente sección se detallan los resultados obtenidos de la medición de
profundidad de decarburización, con la finalidad de validar mediante análisis metalográfico el cambio
de resistencia eléctrica en los espećımenes de acero.
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6.3 Profundidad de Capa de Decarburización

En la Sección 5.7 se describió el procedimiento de análisis metalográfico sobre los espećımenes de
acero, el cual consiste en la identificación y medición de la capa decarburada presente en los espećıme-
nes de acero AISI-1045 después de someterlos a reacciones sólido-gas controladas. En esta sección se
describen los resultados obtenidos de este análisis y se mencionan las caracteŕısticas más sobresalientes.

En la Figura 6.7 se muestran metalograf́ıas de los dos espećımenes expuestos a 900◦C durante 5min
donde la microestructura compuesta de carbono y ferrita en el acero se muestra uniforme a lo largo
de toda la imagen; por lo tanto, en esta curva de calentamiento no se generó una capa superficial de
decarburización en el acero AISI-1045.

(a) Enfoque de 50µm por cada 300 ṕıxeles. (b) Enfoque de 100µm por cada 300 ṕıxeles.

Figura 6.7: Espécimen con tratamiento térmico de 900◦C por 5min.

Por otro lado, en la Figura 6.8 se observan metalograf́ıas de un espécimen expuesto durante 10min,
en la cual se identificó una capa superficial de decarburización.

(a) Metalograf́ıa espécimen P7.

(b) Identificación de área decarburada.

Figura 6.8: Espécimen con tratamiento térmico de 900◦C por 10min.
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Con la metodoloǵıa de procesamiento se identifican los granos microestructurales afectados por la
decarburización, en la Figura 6.8b se sobrepuso la máscara que contiene el área decarburizada con base
en la metodoloǵıa de identificación. A partir de esta máscara que delimita el área de decarburización,
el script implementado en el análisis medirá la cantidad de ṕıxeles y se determinará la profundidad de
capa decarburada.

De la misma manera, en la Figura 6.9 se muestran las metalograf́ıas de un espécimen calentado a
900◦C por 15min, en comparación con los espećımenes calentados durante 10min, existe una mayor
área afectada por la decarburización. A su vez, la profundidad de capa decarburada mostrada en
Figura 6.10 presenta una decarburización más profunda y uniforme, los granos de ferrita disminuyen
su tamaño de grano si se comparan con las metalograf́ıas de los espećımenes expuestos a 5, 10 y 15mı́n.

(a) Metalograf́ıa espécimen P1.

(b) Identificación de área decarburada.

Figura 6.9: Espécimen con tratamiento térmico de 900◦C por 15min.

El script implementado para la descripción estad́ıstica realiza la medición de más de 2000 slices
en cada una de las metalograf́ıas analizadas; a partir de estos datos, se seleccionaron aleatoriamente
512 mediciones y se obtuvo su media estad́ıstica para determinar una profundidad de capa decarbu-
rada. La Figura 6.11 grafica las medias obtenidas de las metalograf́ıas con curvas de calentamiento
durante 5, 10, 15 y 30 minutos a 900◦C; además, se traza una ĺınea de tendencia (magenta) que traza
el crecimiento de capa decarburada, es posible describir matemáticamente esta tendencia mediante la
ecuación:

ddecarb = 2.46x− 11.339 (6.1)

siendo x el tiempo de calentamiento y ddecarb es la profundidad de decarburización en µm. La ecuación
(6.1) es una aproximación al proceso de decarburización en los espećımenes de acero, el cual indica
que un incremento en el tiempo de calentamiento conlleva a un mayor crecimiento en la capa de
decarburación; por ejemplo, se toma en cuenta que con una exposición de 5min a 900◦C no se genera
una capa de decarburización, mientras que a 10min se estima una profundidad media de decarburización
de 15µm; de la misma manera, a 15min la pérdida de carbono en el acero provoca una capa superficial
media de 26µm, finalmente, a 30min la capa de decarburización incide hasta 61µm. Esta tendencia
indica que conforme se incrementa el tiempo de exposición del acero AISI-1045 a 900◦C se espera un
aumento en la profundidad de la capa de decarburización.
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(a) Metalograf́ıa espécimen P3.

(b) Identificación de área decarburada.

Figura 6.10: Espécimen con tratamiento térmico de 900◦C por 30min.
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Figura 6.11: Evolución de capa decarburada en acero AISI-1045.
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6.4 Conclusión del Caṕıtulo

En este caṕıtulo se describieron los resultados obtenidos de la estimación de la resistencia eléctrica
en espećımenes de acero AISI-1045. Para el estimador de propiedades eléctricas se realizaron 15 esti-
maciones distintas variando sus parámetros de número de datos por estimación N y la cantidad de
estimaciones sucesivas Nrep; de esta manera, a partir de la media, la desviación estándar y el tiempo
de estimación se eligió la configuración de N = 512 , Nrep = 20, la cual realiza su conjunto de esti-
maciones en un tiempo de 8min. Este estimador de propiedades eléctricas es eficiente en minimizar
la variabilidad producida por las limitaciones f́ısicas del sistema y el ruido de los sensores, reduciendo
hasta un 92 % la desviación si se compara con métodos de estimación de resistencia eléctrica direc-
tos como la ley de Ohm R = V/I. Además, el ANOVA estableció una relevancia estad́ıstica entre la
resistencia eléctrica y la decarburización en espećımenes de acero AISI-1045. Finalmente, el proceso
metalográfico concretó que conforme aumenta el tiempo de calentamiento existe un incremento visible
en la medición de la capa decarburada.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones, Observaciones y
Trabajo Futuro

Esta investigación tuvo como fundamento el estudio del fenómeno de decarburización y su influencia
en las caracteŕısticas eléctricas de un material.

El desarrollo experimental constó de cuatro etapas: i) primera caracterización eléctrica, donde se
realizaron mediciones experimentales de voltaje y corriente en espećımenes de acero por medio de un
sistema embebido de aplicación en Tiempo-Real, para calcular su resistencia eléctrica mediante un
estimador de propiedades eléctricas, cuyos parámetros fueron establecidos de acuerdo al sistema; ii)
reacciones sólido-gas, en esta etapa los espećımenes se expusieron a curvas de calentamiento definidas
para incidir en la oxidación del material y generar una capa de decarburización; iii) segunda carac-
terización eléctrica, se volvió a estimar la resistencia eléctrica de los espećımenes con cierto grado
de decarburización utilizando el mismo estimador de propiedades eléctricas de la primera etapa y se
realizó una correlación entre la resistencia eléctrica con decarburización y sin decarburización; iv) re-
velado óptico con metalograf́ıas, en esta última etapa se realizó un procesamiento metalográfico donde
se midió la profundidad de decarburización en los espećımenes.

La implementación de un sistema embebido de aplicación en Tiempo-Real para el desarrollo ex-
perimental brindó una repetitividad y sincrońıa en todas las experimentaciones realizadas, ya que fue
posible fijar una sincronización en la medición e inyección de señales conocidas a la entrada del sistema.
Para el sistema de caracterización eléctrica de esta investigación se logró una velocidad de muestro
máxima de 50ms, debido a las limitaciones f́ısicas de los componentes en el sistema como la fuente de
alimentación y los sensores de voltaje y corriente.

Para la caracterización eléctrica de los espećımenes de acero AISI-1045 mediante la medición ex-
perimental de voltaje y corriente, se implementaron 15 estimadores de resistencia eléctrica con dis-
tintos datos por estimación N = 1024, 512, 256 y diverso número de estimaciones sucesivas Nrep =
300, 150, 75, 33, 20; de los cuales, la configuración N = 512, Nrep = 20 se eligió como el estimador
más eficiente por su equilibrio entre su corto tiempo en realizar las 20 estimaciones en 8min; es decir,
24s en obtener una estimación, el margen de error de 3µΩ con respecto a estimaciones más precisas y
una desviación de hasta 0.92µΩ, esto permitirá su aplicación en sistemas de caracterización eléctrica
mientras se lleva a cabo el tratamiento térmico.
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Además, se calculó una reducción de hasta un 92 % de variabilidad (desviación estándar) en los
datos cuando se utiliza este estimador en comparación con métodos directos de estimación que no
consideran el ruido generado por el sistema.

Con base en los resultados de esta investigación, y mediante el ANOVA, se determinó que la
presencia de una capa de decarburización modifica la resistencia eléctrica de espećımenes de acero
AISI-1045 expuestos a curvas de calentamiento de hasta 900 ◦C.

Por otro lado, al realizar las comparaciones de resistencia eléctrica estimada con y sin capa de
decarburización se obtiene un incremento en la resistencia eléctrica cuando el tiempo de calentamiento
aumenta. Como parte del estado del arte, se observó un comportamiento similar a la investigación
de [75] en donde se plantea una alta resistencia eléctrica cuando espećımenes de acero AISI-1045
debido a la alta presencia de ferrita en la microestructura del material.

Con la medición de la capa de decarburización fue posible identificar las microestructuras afectadas
por el déficit de carbono en el acero y fue posible aproximar una tendencia de crecimiento de capa
decarburada en función de la duración del tratamiento térmico con una ecuación lineal de la forma:

ddecarb = 2.46x− 11.339 (7.1)

siendo x el tiempo de calentamiento y ddecarb es la profundidad de decarburización en µm. Esta
aproximación indica que conforme se incrementa el tiempo de exposición del acero AISI-1045 a 900◦C
se espera un aumento en la profundidad de la capa de decarburización, esta aseveración fue consistente
en todos los espećımenes estudiados. Sin embargo, este modelo es aplicable para tiempos cortos de
calentamiento (5, 10, 15 y 30min) y cuando los espećımenes de acero alcanzan una temperatura máxima
de 900◦C expuestas a una atmósfera de 20.17 % de O2.

7.1 Observaciones

Durante este trabajo de investigación se identificaron algunas áreas de oportunidad para mejorar
los resultados obtenidos.

Uno de los planteamientos iniciales para el desarrollo experimental hab́ıa sido el uso de hasta
16 espećımenes de acero AISI-1045 para realizar más experimentaciones con distintas curvas de ca-
lentamiento; sin embargo, las regulaciones implementadas por el estado de emergencia sanitaria de
COVID-19, las cuales restringieron el acceso a los laboratorios de reacciones sólido-gas y análisis meta-
lográfico limitaron la obtención y maquinado de una mayor cantidad de espećımenes de acero. Además,
estas restricciones acotaron el estudio de la cinética de decarburización debido a la falta de espećımenes
de acero, ya que no se pudieron extender los tiempos de calentamiento en las reacciones sólido-gas ni
hubo una repetitividad en los experimentos.

El sistema de caracterización eléctrica es utilizado para calentamiento de piezas metálicas por
efecto Joule y los sensores de corriente y voltaje fueron adaptados para el desarrollo de este trabajo
de investigación; por ende, los cables que conectaban la fuente de alimentación a los espećımenes de
acero se encontraban deteriorados por las altas temperaturas y generaban una variabilidad adicional
que se presentaba en las mediciones, al cambiar este material se apreció una mejora en la inyección de
corriente.

En el desarrollo del sistema embebido en Tiempo Real la bibliograf́ıa consultada era limitada, por
lo que una gran parte del trabajo de investigación fue la implementación y optimización de la inyección
de corriente en el sistema, la sincrońıa con los sensores de voltaje y corriente, y la interfaz de usuario.
Además, debido a que la medición de voltaje en el sistema se encuentra en el orden de los mV, fue
necesario implementar métodos de acondicionamiento para aumentar la resolución del sensor.

Debido a la geometŕıa circular de los espećımenes de acero fue necesario un procesamiento para
el revelado óptico a través de metalograf́ıas, este proceso puede omitirse si se busca el maquinado
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de espećımenes con superficies planas, de esta manera, la medición de la decarburización seŕıa más
óptima.

7.2 Trabajo Futuro

Una ventaja del estimador de propiedades eléctricas desarrollado es su velocidad de estimación
y puede ser utilizado para calcular parámetros eléctricos mientras que lleva a cabo un tratamiento
térmico en materiales conductores; por lo tanto, es posible implementarlo en sistemas que analicen la
cinética de evolución de un fenómeno f́ısico o qúımico a través del tiempo.

Para lograr mayores tiempos de muestreo y sincronización implementando es recomendable diseñar
un sistema la inyección de corriente acorde las propiedades que se quieran estimar y la geometŕıa de los
espećımenes de estudio. Esto motiva a continuar utilizando sistemas especializados en aplicaciones en
Tiempo Real para implementar herramientas de identificación de sistemas y estimación de parámetros
en futuros trabajos de investigación.
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